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摘 要

组合优化问题广泛存在于国防、交通、工业、通信等各个领域，几十年来，传

统运筹优化方法，例如分支定界法、启发式搜索算法、邻域搜索算法等，是解决

组合优化问题的主要手段，但在实际应用中，例如在军事作战调度、网络资源分

配、网约车订单派送等复杂优化场景中，优化问题的规模不断扩大，对在线优化

的需求越来越高，传统组合优化算法面临着很大的计算压力，很难实现组合优化

问题的在线求解和快速决策，急需提出新的突破性的方法克服传统组合优化方法

的局限。

近年来，随着深度学习技术的迅猛发展，深度强化学习在围棋、机器人等领

域的瞩目成果显示了其强大的学习能力与序贯决策能力，通过深度神经网络模型

离线训练、在线优化的特性，可以有效学习问题的特征，实现问题的快速决策，从

而为组合优化问题的快速求解提供了新的可能性。基于此，论文对基于深度强化

学习的组合优化方法进行研究，提出基于深度强化学习的组合优化框架，从组合

优化的单目标方法、多目标方法、分支定界法几个方面开展研究，主要贡献如下：

（1）提出了基于深度强化学习的组合优化框架。论文将深度强化学习方法求

解组合优化问题的流程分为三步：根据问题类型进行模型选择；设计深度神经网

络对组合优化问题进行建模；采用强化学习方法对深度神经网络参数进行学习。

并针对各个步骤，对涉及到的深度神经网络模型、深度强化学习方法的相关理论

进行了阐述，详细研究了基于深度神经网络的组合优化问题建模方法，理清了基

于深度强化学习求解组合优化问题的科学原理，提出了基于深度强化学习的组合

优化框架和求解范式。

（2）针对复杂单目标组合优化问题，提出了一种基于深度强化学习的覆盖旅

行商组合优化方法。当前基于人工智能的组合优化方法大多应用于较为简单的组

合优化问题，对于复杂大规模组合优化问题的研究较少，本文对具有复杂动态特

性的覆盖旅行商问题进行了研究，提出了一种基于深度强化学习的覆盖旅行商问

题求解方法，设计了一种基于动态嵌入的注意力模型，克服了当前人工智能模型

在处理大规模、动态复杂特性问题上的局限，所提方法相对于传统启发式方法，

在达到相同优化水平的前提下，能够获得 10倍以上求解速度的提升，并且模型能

够泛化到不同类型的覆盖旅行商问题上。

（3）针对多目标组合优化问题，提出了一种基于深度强化学习的多目标旅行

商组合优化方法。当前基于人工智能的组合优化方法均针对单目标问题进行研究，
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在多目标问题上仍然存在空白，论文首次采用深度强化学习方法对多目标组合优

化问题进行了研究，设计了一种分解策略和基于邻域的参数迁移策略，采用深度

神经网络对问题进行建模，采用端到端方式直接输出问题的帕累托前沿，从而实

现对多目标组合优化问题的高效求解，所提方法在多达 500个节点、多达 5个优

化目标的多目标旅行商问题上取得了超越传统方法的性能，具有快速求解能力和

泛化能力。

（4）针对组合优化的精确求解算法，提出了一种基于深度强化学习的分支定

界组合优化方法。分支定界法能够得到组合优化问题的理论最优解，但是传统分

支定界法的核心缺陷是其极慢的求解速度，论文采用人工智能技术对传统分支定

界法进行改进，设计了一种图指针神经网络模型对分支策略进行建模，对问题的

全局特征和历史特征进行提取，并设计了一种模仿学习方法对模型进行训练，求

解速度相对于传统分支定界法提升 40%，在多种不同组合优化问题上的表现均超

越了当前基于机器学习改进的分支定界法。

（5）最后，采用深度强化学习优化方法对实际应用问题进行了研究，考虑了

一种基于无线能量传输的无人机路径规划任务场景，通过无线能量传输技术对无

人机进行无线充电，分别建立了无人机功耗模型、无线能量传输模型、以及深度

神经网络模型，通过离线训练、在线优化的模式实现了无人机路径的在线优化，

相对于粒子群、Google OR-tools等传统优化方法，在不同规模问题上实现了 5到

500倍求解速度的提升。

关键词: 组合优化；强化学习；深度神经网络；人工智能；多目标优化；分

支定界法；指针网络；图神经网络
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Abstract

Combinatorial optimization problems widely exist in various fields such as national

defense, transportation, industry and communication. For decades, traditional operations

research optimization methods, such as branch and bound method, heuristic search al-

gorithm and neighborhood search algorithm, are the main means to solve combinatorial

optimization problems. However, in practical applications, such as military operation

scheduling, network resource allocation and online car hailing, the scale of optimization

problems is expanding, and the demand for online optimization is higher and higher. The

traditional combinatorial optimization algorithm is facing great computational pressure,

which is difficult to realize online solution and rapid decision-making of combinatorial

optimization problems. It is urgent to propose new breakthrough methods to overcome

the limitations of traditional combinatorial optimization methods.

In recent years, with the rapid development of deep learning technology, the remark-

able achievements of deep reinforcement learning in the fields of go and robot show its

strong learning ability and sequential decision-making ability. Through the character-

istics of off-line training and on-line optimization of deep neural network model, it can

effectively learn the characteristics of the problem and realize the rapid decision-making

of the problem, Thus, it provides a new possibility for the rapid solution of combinatorial

optimization problems. Based on this, this paper studies the combinatorial optimization

method based on deep reinforcement learning, puts forward the combinatorial optimiza-

tion framework based on deep reinforcement learning, and carries out research from the

aspects of single objective method, multi-objective method and branch and bound method

of combinatorial optimization. The main contributions are as follows:

(1) A combinatorial optimization framework based on deep reinforcement learning

is proposed. In this paper, the process of solving combinatorial optimization problems by

deep reinforcement learning method is divided into three steps: model selection according

to the type of problem; The deep neural network is designed to model the combinatorial

optimization problem; Reinforcement learning method is used to learn the parameters of

deep neural network. For each step, the related theories of deep neural network model and

deep reinforcement learning method are described, the modeling method of combinatorial

optimization problem based on deep neural network is studied in detail, the scientific prin-
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ciple of solving combinatorial optimization problem based on deep reinforcement learning

is clarified, and the combinatorial optimization framework and solution paradigm based

on deep reinforcement learning are proposed.

(2) Aiming at the complex single objective combinatorial optimization problem, a

covering traveling salesman combinatorial optimization method based on deep reinforce-

ment learning is proposed. At present, the combinatorial optimization methods based on

artificial intelligence are mostly applied to relatively simple combinatorial optimization

problems, and there is little research on complex large-scale combinatorial optimization

problems. In this paper, the covering traveling salesman problem with complex dynamic

characteristics is studied, and a solution method of covering traveling salesman problem

based on deep reinforcement learning is proposed, An attention model based on dynamic

embedding is designed, which overcomes the limitations of the current artificial intelli-

gence model in dealing with large-scale and dynamic complex problems. Compared with

the traditional heuristic methods, the proposed method can improve the solution speed by

more than 10 times on the premise of reaching the same optimization level, And the model

can be generalized to different types of covering traveling salesman problems.

(3) Aiming at the multi-objective combinatorial optimization problem, a multi-objective

traveling salesman combinatorial optimization method based on deep reinforcement learn-

ing is proposed. At present, the combinatorial optimization methods based on artificial

intelligence are studied for single objective problems, and there is still a gap in multi-

objective problems. In this paper, the deep reinforcement learning method is used to

study the multi-objective combinatorial optimization problem for the first time, a decom-

position strategy and a parameter transfer strategy based on neighborhood are designed,

and the deep neural network is used to model the problem, The Pareto frontier of the prob-

lem is directly output in an end-to-end manner, so as to realize the efficient solution of

the multi-objective combinatorial optimization problem. The proposed method outper-

forms the traditional methods on the multi-objective traveling salesman problem with up

to 500 nodes and up to 5 optimization objectives, and has the ability of fast solution and

generalization.

(4) Aiming at the exact algorithms for combinatorial optimization, a branch and

bound combinatorial optimization method based on deep reinforcement learning is pro-

posed. The branch and bound method can obtain the theoretical optimal solution of the

combinatorial optimization problem, but the core defect of the traditional branch and
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bound method is its extremely slow solution speed. This paper uses artificial intelligence

technology to improve the traditional branch and bound method, designs a graph pointer

neural network model to model the branch strategy, and extracts the global and historical

features of the problem, A training method based on the imitation learning is designed,

which realizes the optimization performance 40 % faster than the professional optimiza-

tion solver. Its performance on three different combinatorial optimization problems ex-

ceeds the current branch and bound method based on machine learning, and realizes the

effective improvement of the solution speed.

(5) Finally, the practical application problems are studied based on the deep re-

inforcement learning optimization method. A UAV path planning task scenario based

on wireless energy transmission is considered. The UAV is charged wirelessly through

wireless energy transmission technology. The UAV power consumption model, wireless

energy transmission model and deep neural network model are established respectively

through off-line training The online optimization mode realizes the online optimization of

UAV path. Compared with traditional optimization methods such as particle swarm opti-

mization and Google or tools, it improves the solution speed by 5 to 500 times on different

scale problems.

KeyWords: Combinatorial Optimization, Reinforcement Learning, Deep
Neural Network, Artificial Intelligence, Multi-objective Optimization, Branch
and Bound, Pointer Network, Graph Neural Network
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第一章 绪论

1.1 研究背景

组合优化问题广泛存在于国防、交通、工业、生活等各个领域，几十年来，传

统运筹优化方法是解决组合优化问题的主要手段，但随着实际应用中问题规模的

不断扩大、求解实时性的要求越来越高，传统运筹优化算法面临着很大的计算压

力，很难实现组合优化问题的在线求解。近年来随着深度学习技术的迅猛发展，

深度强化学习在围棋、机器人等领域的瞩目成果显示了其强大的学习能力与序贯

决策能力。鉴于此，近年来涌现出了多个利用深度强化学习方法解决组合优化问

题的新方法，具有求解速度快、模型泛化能力强的优势，为组合优化问题的求解

提供了一种全新的思路。

组合优化问题（Combinatorial optimization problem，COP）是一类在离散状态

下求极值的最优化问题，其数学模型如下所示：

minF (x)

s.t. G(x) ≥ 0

x ∈ D

(1.1)

其中 x为决策变量、F (x)为目标函数、G(x)为约束条件，D表示离散的决策空间，

为有限个点组成的集合。组合优化问题在国防、交通、产品制造、管理决策、电力、

通信等领域都有广泛的应用[1]，常见的组合优化问题包括旅行商问题（Traveling

Salesman Problem，TSP）、车辆路径问题（Vehicle Routing Problem，VRP）、车间

作业调度问题（Job-shop Scheduling）、背包问题（Knapsack）、最小顶点覆盖问题

（Minimum Vertex Cover，MVC）、最小支配集问题（Minimum Dominating Problem，

MDP）等。

组合优化问题的特点是其决策空间为有限点集，直观上可以通过穷举法得到

问题的最优解，但是由于可行解数量随问题规模呈指数型增长，无法在多项式

时间内穷举得到问题的最优解，为此，数十年来学者对组合优化问题的求解算

法进行了大量的研究，目前求解组合优化问题的方法主要包括精确方法（Exact

approaches）和近似方法（Approximate approaches）两大类:

（1）精确方法是可以求解得到问题全局最优解的一类算法，主要包括分支定

界法（Branch and Bound）[1, 2] 和动态规划法（Dynamic Programming）[3, 4]，其均

采用分而治之的思想通过将原问题分解为子问题的方式进行求解[5]，通过不断迭

代求解得到问题的全局最优解。
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（2）近似方法是可以求解得到问题局部最优解的方法，主要包括近似算法

（Approximate Algorithms）和启发式算法（Heuristic Algorithms）两类[5]。近似算法

是可以得到有质量保证的解的方法，包括贪心算法、局部搜索算法、线性规划和

松弛算法、序列算法等[6, 7]；启发式算法是利用设定的启发式规则对解空间进行

搜索的一类方法，能够在可行时间内找到一个较好的解，但是对解的质量没有保

证，文献中用来求解组合优化问题的启发式算法主要包括模拟退火算法[8, 9]、禁忌

搜索[10, 11]、进化算法[12]（如遗传算法[13, 14]，差分进化算法[15, 16]等）、蚁群优化算

法[17, 18]、粒子群算法[19, 20]、迭代局部搜索[21, 22]，变邻域搜索[23, 24]等。

精确方法可以求解得到组合优化问题的全局最优解，但是当问题规模扩大时，

该类算法将消耗巨大的计算量，很难拓展到大规模问题。

相对于精确方法，近似算法可以在多项式时间复杂度的条件下求解得到具有

最优性理论保证的解，但实际组合优化问题不一定存在该类求解算法，并且在问

题规模大的情况下仍然需要大量的求解搜索时间。

启发式算法可以在可接受的计算时间内搜索得到一个较好的解，更加适合实

际工程应用，但无法保证解的质量，基于群体智能的进化方法和局部搜索等方法

都是近年来的研究热点，但是该类方法仍然是迭代型优化算法，当问题规模很大

时，大量的迭代搜索仍然会导致较大的计算耗时，依旧很难拓展到在线、实时优

化问题上。

此外，上述方法一般针对特定问题进行算法设计，需要不断地进行试验迭代

过程，当问题规模大时设计成本很高；并且，一旦问题发生细微变化，上述方法

仍然需要重新运行，再次进行搜索求解，或者通过不断试错对启发式规则进行调

整以获得更好的效果，计算成本高。因此，面对通信、电力、军事等场景中存在

的复杂大规模组合优化问题，传统组合优化算法面临着在线求解计算压力大、算

法设计困难等瓶颈问题。在这种背景下，随着近年来人工智能技术的发展，采用

人工智能技术解决传统组合优化问题的方法开始涌现。

1.2 研究意义

1.2.1 理论意义

近年来随着人工智能技术的发展，深度学习技术已经在很多领域打破了传统

方法的壁垒，取得了令人瞩目的突破性进展。在计算机视觉领域，十多年前学者

们主要利用人工设计的算法进行特征提取以及图像处理，但如今深度学习已经成

为了当前的核心方法，深度神经网络（Deep Neural Networks，DNN）可以自动地

对图像的特征进行学习，代替了人类的手工算法设计。

作为深度学习另外一个重要的分支，深度强化学习（Deep Reinforcement
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Learning，DRL）主要用来做序贯决策，即根据当前的环境状态做出动作选择，并

根据动作的反馈不断调整自身的策略，从而达到设定的目标。近年来深度强化学

习在 AlphaGo Zero[25]、Atari[26] 等离散序列决策问题上的表现显示了其强大的学

习能力和优化能力。

组合优化即在离散决策空间内进行决策变量的最优选择，与强化学习的“动

作选择”具有天然相似的特征，且深度强化学习“离线训练、在线决策”的特性

使得组合优化问题的在线实时求解成为了可能，因此利用深度强化学习方法解决

传统的组合优化问题成为了近年来新兴的研究热点。相对于传统的迭代型优化算

法，基于深度强化学习的组合优化方法无需搜索直接输出问题解，具有求解速度

快的优势;采用深度神经网络模型可以对相似问题的特征进行学习，模型一旦训练

完成，可以对具有相同分布特性的所有问题实例进行求解，而不需要重新进行训

练，具有很强的泛化能力，而传统算法一旦遇到一个新的问题实例，则需要从头

开始重新进行搜索求解，不具备学习能力，耗费大量的计算成本。

人工智能技术的发展为求解组合优化问题提供了一种全新的思路，基于人工

智能技术求解组合优化问题是最近几年刚兴起的研究方向，具有巨大的研究前景，

但仍然处在起步阶段，因此论文对基于深度强化学习的组合优化新方法开展深入

研究，对组合优化的单目标方法、多目标方法、分支定界法等不同方面进行了全

方位的研究，突破了传统组合优化方法的局限性。

1.2.2 军事应用意义

组合优化问题在军事等领域存在大量应用，尤其在现代智能化、信息化作战

的背景下，军事作战系统中的优化决策问题愈发复杂，例如作战力量组合优化调

度、多作战主体作战优化协同、能源保障资源优化分配等优化场景，问题类型和

规模愈发复杂庞大，存在多种复杂巨系统，存在大量装备、人员、信息网络的交

互，系统内多类组合优化问题面临着问题规模大、高动态性、高约束等特点，并且

战场情况瞬息万变，尤其需要优化引擎的快速响应，对优化算法的在线优化、实

时响应能力提出了更高的要求。

而传统组合优化算法由于其原理性的局限性，很难在有限计算资源下实现复

杂大规模组合优化问题的实时求解和在线优化，亟待研究新的优化方法对军事复

杂巨系统的优化决策进行支持，论文所研究的基于深度强化学习的组合优化方法

为解决组合优化问题提供了新思路，具有巨大的应用潜力，能够极大缩短组合优

化问题的求解速度，以离线训练、在线优化、端到端的方式生成问题的近似解，在

人工智能技术的辅助下有效缩短组合优化的求解时间，论文的研究内容覆盖了单

目标、多目标、精确求解方法等组合优化的不同应用场景，可以为军事复杂系统
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优化决策进行有效的理论算法支持，具有广泛的应用前景。

1.3 国内外研究现状

1.3.1 概述

利用神经网络解决组合优化问题的方法最早可追溯至 Hopfield在 1985年提出

的 Hopfield网络[27]，作者设计了一种 Hopfield网络用于求解 TSP问题以及其他组

合优化问题[28]，但是该神经网络网络每次只能学习并解决单个小规模 TSP问题实

例，对于新给定的一个 TSP问题需要从头开始再次训练，相对于传统算法并没有

优势。

神经网络真正能够有效解决组合优化问题是在 2015年，Vinyals等人[29] 将

组合优化问题类比为机器翻译过程（即序列到序列的映射），神经网络的输入

是问题的特征序列（如城市的坐标序列），神经网络的输出是解序列（如城市

的访问顺序），Vinyals 等人根据该思想，对机器翻译领域的经典序列映射模型

（Sequence-to-Sequence，Seq2Seq）进行了改进，提出了可以求解组合优化问题的

指针网络模型（Pointer Network）[29]，其原理详见第二章，作者采用监督式学习的

方式训练该网络并在 TSP问题上取得了较好的优化效果。多年来传统的组合优化

算法都是以”迭代搜索”的方式进行求解，但是 Vinyals等人的模型可以利用神经

网络直接输出问题解，开启了组合优化一个新的研究领域。

自指针网络方法被提出后，近三年来多个基于指针网络架构的新方法在

NeurIPS，ICLR等人工智能顶会上被相继提出[29–35]，在 TSP、VRP、Knapsack、多

目标 TSP等组合优化问题上显示了强大的优化效果，由于监督式学习需要构造大

量带标签的样本，很难实际应用，目前大多数研究均利用深度强化学习方法对模

型进行训练。

除指针网络模型之外，近年来随着图神经网络技术的兴起，部分学者采用图

神经网络对组合优化问题进行求解，与指针网络模型不同的是，该类方法采用图

神经网络对每个节点的特征进行学习，从而根据学习到的节点特征进行后续的链

路预测、节点预测等任务。Dai等人[36] 首次结合图神经网络和深度强化学习方法

对MVC、TSP等组合优化问题进行了研究，作者利用图神经网络对各个“待选节

点”的 Q值进行估计，每次根据 Q值利用贪婪策略向当前解插入一个新节点，直

到构造一个完整的解。文献 [37–40]使用了不同的图神经网络以及不同的解构造

方法对组合优化问题进行求解，在二次分配问题、最大覆盖问题、MVC等组合优

化问题上取得了较好的效果。由于图神经网络主要进行节点特征的提取，部分研

究[33, 34]结合图神经网络和指针网络进行组合优化算法的设计，即首先使用图神经

网络进行节点特征计算，再使用指针网络的注意力机制进行解的构造，在 TSP等
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问题上取得了较好的优化性能。

以上方法均为“构造（Construction）法”，即给定问题实例作为输入，利用深

度神经网络对解进行构造，其中神经网络的参数一般利用深度强化学习方法训练

得到。相对于传统的迭代型优化算法，构造方法无需搜索，直接输出问题解，具有

求解速度快的优势;且模型一旦训练完成，可以对具有相同分布特性的所有问题实

例进行求解，而不需要重新进行训练，模型具有很强的泛化能力，而传统算法一

旦遇到一个新的问题实例，则需要从头开始重新进行搜索求解。因此该类方法为

求解组合优化问题提供了一种全新的思路，具有求解速度快、泛化能力强的优势。

但是由于构造方法通过神经网络直接输出最终解，解的最优性很难保证，

上述方法在小规模问题上可以接近最优解，但是在中大规模问题上与 LKH3[41]、

Google OR tools[42]、Gurobi[43]、Concorde等专业组合优化求解器的优化能力还存

在一定差距。

另一类是“改进（Improvement）法”，即采用深度学习技术改进传统的精确 /

近似方法，如利用机器学习模型对经典的精确求解算法: 分支定界法（Branch and

bound）的 node selection和 variable selection策略进行选择，Lodi等人[44]已经对该

类方法进行了详细的综述研究，本文不再赘述。除了对精确算法进行改进，近年

来兴起的另一类方法是基于深度强化学习对迭代搜索类算法进行改进，局部搜索

/邻域搜索是求解组合优化问题的常用近似方法，在局部搜索过程中，学者们通

常手工设计各种启发式规则对解进行构造和搜索，但是随着人工智能技术的发展，

通过神经网络模型代替手工规则设计是未来的发展趋势。鉴于此，近几年部分学

者研究采用深度强化学习对解搜索的启发式规则进行学习和选择[45–48]，通过学习

到的规则进行解的迭代搜索,根据该思路，文献 [47,50]所提方法在优化效果上达

到甚至超过了 LKH3、Google OR tools等专业组合优化求解器，文献 [48]在求解

速度上也超越了 LKH3、Google OR tools等方法。

基于深度强化学习改进的局部搜索方法具有较好的优化效果，但其本质上仍

然是迭代型搜索算法，求解速度仍然远不及构造方法;构造方法具有求解速度快、

泛化能力强的优势，但是该类方法的缺陷是解的优化效果无法保证，与传统组合

优化方法的优化效果仍然存在一定差距。综上所述，目前基于 DRL的组合优化方

法主要分为基于 DRL的构造方法和改进法两大类，其中构造方法主要包括基于指

针网络的构造方法和基于图神经网络的构造方法两类，改进法主要对深度强化学

习改进的局部搜索方法进行综述，本章对以上方法在近年来的研究进展进行综述

介绍，对各类方法代表性算法的原理、优化性能、优缺点进行对比和介绍，各个

算法的总结如表格 1.1所示。
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本章从理论方法研究和应用研究出发，对当前基于深度强化学习的组合优化

方法的国内外研究现状进行总结和综述。

表 1.1 现有算法模型、训练方法、求解问题、以及优化效果比较

类别 研究 模型方法 求解问题及优化效果

基于

指针

网络

的构

造方

法

2015年

Vinyals[29]

指针网络 +监督

式训练

30 TSP问题：接近最优解,优于启发式算法;

40, 50-TSP：与最优解存在一定差距;

凸包问题、三角剖分问题

2017年

Bello[30]

指针网络 +

REINFORCE

50-TSP：优于[29];

100-TSP：接近 Concorde最优解;

200-Knapsack：达到最优解。

2018年

Nazari[31]

指针网络 +

REINFORCE

100-TSP：与[30] 优化效果相近,训练时间降

低约 60%；

100-CVRP：优于多种启发式算法。

2018年

Deudon[32]

Transformer

Attention +

REINFORCE

20, 50-TSP：优于[30]；

100-TSP：与[30] 优化效果相近。

2019年

Kool[33]

Transformer

Attention +

REINFORCE

100-TSP：优于[29–32, 36, 39]；

100-CVRP、100-SDVRP、100-OP、

100-PCTSP、SPCTSP：接近 Gurobi最优解,

优于多种启发式方法。

2020年

Ma[34]

Graph Pointer

Network + HRL

20, 50-TSP：优于[30, 39],劣于[33]；

250, 500, 1000-TSP：优于[30, 33]；

20-TSPTW：优于 OR-Tools、蚁群算法。

基于

图神

经网

络的

构造

方法

2017年

Dai[36]

structure2vec +

DQN

1200-TSP：接近[30]；

1200-MVC(最小顶点覆盖)：接近最优解；

1200-MAXCUT(最大割集)：接近最优解。

2019年

Mittal[37]

GCN + DQN
2k至 20k-MCP(最大覆盖问题)：优于[36]；

10k, 20k, 50k-MVC：优于[36]。

2018年

Li[38]

GCN +监督式训

练 +引导树搜索

实际数据集MVC、MIS(最大独立点集)、

MC(极大团)、Satisfiability问题：优于[36]。

2017年

Nowak[39]

GNN +监督式训

练 +波束搜索

20-TSP：劣于[29]。

2019年

Joshi[40]

GCN +监督式训

练 +波束搜索

20, 50, 100-TSP：略微优于[33],优于[36]。
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深度

强化

学习

改进

的局

部搜

索方

法

2019年

Chen[45]

指针网络 +

Actor-Critic

20-CVRP：达到最优解；

50, 100-CVRP：优于[31, 33]、OR-Tools；

作业车间调度：优于 OR-Tools、DeepRM。

2019年

Yolcu[46]

GNN +

REINFORCE

实际数据集 Satisfiability、MIS、MVC、MC、

图着色问题：更少搜索步数得到最优解、但

单步运行时间长于传统算法。

2020年

Gao[47]

Graph Attention +

PPO

100-CVPR：优于[33]；

100-CVPRTW：优于多个启发式方法；

400-CVRPTW：劣于单个启发式方法,优于

其他。

2020年

Lu[48]

Transformer

Attention +

REINFORCE

20, 50, 100-CVRP：优于[31, 33, 45],以及优于

OR Tools、LKH3。且运行时间远低于

LKH3。

1.3.2 基于深度强化学习的组合优化理论研究综述

1.3.2.1 基于指针网络的构造方法

（1）方法综述

Vinyals等人[29] 最早在 2015年提出了 Pointer Network模型进行组合优化问题

求解，该文章也开启了利用深度神经网络进行组合优化问题求解的一系列研究，

该模型借鉴机器翻译领域中的 Seq2Seq模型求解组合优化问题，即利用基于深度

神经网络的编码器将组合优化问题的输入序列（如城市坐标）进行编码，然后通

过解码器和注意力计算机制（Attention）计算得到各节点的选择概率，并以自回

归的方式逐步选择节点，直到得到完整解（如城市访问的顺序），该方法的详细原

理见第二章。Vinyals等人采用监督式学习的方法对该模型进行训练，即利用大量

“TSP城市坐标 -最优路径”的样本对该 Pointer Network的参数进行离线训练，利

用该训练好的模型，可以求解与训练集具有相同分布特性的任意 TSP问题。相对

于传统的局部搜索或者启发式搜索方法，该模型不需要进行迭代搜索，具有泛化

能力强、求解速度快的优势，论文实现了对至多 50个城市的小规模 TSP问题的快

速求解。

由于 Vinyals等人[29] 提出的方法采用监督式方式进行训练，导致其得到的解

的质量永远不会超过样本的解的质量，并且事先构造训练样本需要耗费大量时间，

因此限制了其应用于更大规模的组合优化问题。鉴于此，Bello等人[30] 采用强化

学习方法训练 Pointer Network模型，他们将每个问题实例视为一个训练样本，以
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问题的目标函数作为反馈信号，采用 REINFORCE强化学习算法进行训练，并引

入 Critic网络作为 baseline以降低训练方差。论文对至多 100个城市的 TSP问题

以及 200物品的 0-1背包问题对该模型进行了测试，结果发现该模型在 50城市

TSP问题上超越了 Vinyals等人监督式训练得到的模型，并可以在 100城市的 TSP

问题上接近最优解，在背包问题上达到了最优解。

进一步地，Nazari等人[31] 将 Pointer Network拓展至具有动态特性的 VRP问

题，作者将输入分为两部分，包括静态输入（顾客位置 /坐标）和动态输入（顾

客需求），由于考虑到在输入端改变顾客的顺序不会影响问题的求解，因此作者

将 Encoder输入层的 LSTM替换成简单的一维卷积层，从而可以有效降低计算成

本。在仍然采用 REINFORCE强化学习算法进行训练的情况下，他们的模型将训

练时间降低了 60%，在 TSP问题上与 Bello等人的模型取得了几乎相同的优化效

果，并且在 VRP、随机 VRP问题上取得了比 Clarke-Wright Savings和 Sweep经典

启发式搜索算法更好的优化效果。

相对于传统的 Seq2Seq模型，近年来 Transformer模型[49] 在自然语言处理领

域取得了巨大的成功，Transformer的Multi-head Attention机制可以使模型更好的

提取问题的深层特征，鉴于此，多个最新的研究借鉴了 Transformer模型进行了组

合优化问题求解的研究。

Deudon等人[32] 借鉴 Transformer模型改进了传统的指针网络模型，其编码层

采用了与 Transformer模型编码层相同的结构，即利用Multi-head Attention方法计

算得到节点的特征向量;其解码层没有采用 LSTM，而是将最近三步的决策进行

线性映射得到参考向量，从而降低模型复杂度，其注意力计算方式与传统 Pointer

Network模型相同，仍然采用经典的 REINFORCE方法对该模型进行训练，文章

仅对 TSP问题进行了求解，作者首先利用该训练好的神经网络模型输出初始解，

随后在该初始解的基础上进行一个简单的 2OPT局部搜索，结果发现这种方式可

以有效提高解的质量。

Kool等人[33] 在 2019年指出，虽然 Deudon等人[32] 的模型结合局部搜索可以

提高性能，但是其神经网络模型本身与传统的 Pointer Network模型相比并没有

显著的优势，鉴于此，Kool等人借鉴 Transformer模型，提出了一个可以利用注

意力机制求解多种组合优化问题的新方法，在 TSP、Capacitated VRP（CVRP）、

OP（Orienteering Problem）、PCTSP（the Prize Collecting TSP）等问题上性能超越

了前述介绍的所有 Pointer Network模型 [30-33]，并且高度接近 Concorde、LKH3、

Gurobi等专业求解器得到的最优解。该方法的改进主要包括两方面: 1）与文献

[32]相同，该模型的编码层采用了和 Transformer模型相同的Multi-head Attention

机制，但解码层和注意力机制存在很大不同，首先该模型每一步的解码过程中考
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虑的是第一步所做的决策和最近两步的决策，Deudon等人[32] 模型注意力的计算

方式仍然和经典指针网络相同，而该模型采用了 Transformer模型的 Self-Attention

计算方法，增加了更多计算层以提高模型的表现; 2）进一步地，文章对强化学习

训练算法进行了改进，前述所有文章均采用 REINFORCE算法结合 Critic-baseline

的方式进行训练，即增加一个 Critic神经网络来估计。作者指出同时训练两个神

经网络是低效的，而且 Critic很难得到的准确估计，因此文章设计了一种 greedy

rollout baseline来代替 Critic神经网络: 即在之前训练过程中得到的所有策略模型

里，选择在测试集中表现最好的模型作为基线策略，并采用贪婪方式进行动作选

择，将利用该基线策略对状态 s求解得到的目标函数值作为，如果当前策略比历

史最优策略的表现好，则进行正向激励，从而对当前策略进行评价和参数更新。

实验证明该训练方法的收敛能力明显优于传统方法。经过以上改进，该方法的优

化性能超越了之前所有的构造方法。

进一步地，Ma 等人[34] 结合指针网络和图神经网络设计了一种图指针网络

（Graph Pointer Network，GPN）用来求解大规模 TSP 问题以及带时间窗约束的

TSP问题。该模型的编码器包含两部分：Point Encoder以及 Graph Encoder，Point

Encoder对城市坐标进行线性映射，并输入到 LSTM中得到每个城市的点嵌入，

Graph Encoder通过 GNN图神经网络对所有城市进行编码，得到每个城市的图嵌

入。模型根据图嵌入和点嵌入，基于注意力机制计算每一步城市选择的概率，并引

入 Vector context提高模型的泛化能力。文章采用分层强化学习方法（Hierarchical

RL，HRL）对模型进行训练。在 50-TSP 问题上训练得到的模型可以有效求解

250，500，750，1000-TSP等大规模 TSP问题，在大规模 TSP问题上超越了 Kool

等人[33] 的方法，但是在 100以内的 TSP上仍然劣于[33]。文章并对带时间窗约束

的 TSP问题进行了实验，性能超越了 OR-tool以及蚁群算法，证明了分层强化学

习训练方法在处理约束问题上的有效性。

（2）方法总结

以上为按时间线对各个代表性方法的介绍，Vinyals等人[29] 最早提出了求解

组合优化问题的 Pointer Network模型，Bello等人[30] 最先提出采用强化学习方法

对该模型进行训练。目前 Kool等人[33] 的方法在 100规模以下的 TSP问题上取得

了当前业界最优（State-of-the-art，SOA）的优化效果，超越了其它基于指针网络

模型的方法[29–32]。Ma等人[34]的方法在小规模 TSP问题上劣于[33]，但是在大规模

TSP问题（250,500,1000）上超越了[33]，各方法详细的性能对比详见表格 1.1。值

得注意的是，上述方法在 50规模以上的 TSP问题上均未达到 Concorde、LKH3等

求解器得到的最优解。并且，当前采用深度学习方法对组合优化问题的研究大多

仅限于简单的单目标组合优化问题，例如旅行商问题，对于复杂组合优化问题的
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研究较少。

1.3.2.2 基于图神经网络的构造方法

（1）方法综述

Dai等人[36] 在 2017年首先研究了如何采用图神经网络对组合优化问题进行

求解，作者采用 structure2vec图神经网络对当前解的图结构进行建模，并根据图

神经网络计算剩余可选节点中各个节点的 Q值，随后基于贪婪策略根据 Q值选择

一个新的节点添加到当前解中，直至得到完整解。作者采用了深度 Q学习（Deep

Q-Learning，DQN）算法对该图神经网络的参数进行训练，以使模型输出准确的 Q

值估计。文章首先在 50-100节点的MVC、MAXCUT、TSP问题上对该模型进行了

训练，将训练好的模型在多达 1200个节点的上述问题上进行了测试，以 CPLEX

求得的解作为最优解对模型的优化能力 -求解速度进行了研究，实验结果表明该

方法在 TSP问题上取得了接近 Bello等人[30]方法的效果，在MVC、MAXCUT问

题上得到了接近最优解的优化效果，且超越了多个基准算法。

Mittal等人[37]采用了与 Dai等人[36]相同的模型架构对大型组合优化问题进行

求解，即结合图神经网络、DQN以及贪婪策略进行解的构造，作者采用了图卷积

神经网络（Graph Convolutional Networks，GCN）对图结构进行建模，在 20k规模

的最大覆盖问题（MCP）、50k规模的MVC问题上进行了模型测试，实验发现该

模型在大规模问题上的表现比 Dai等人[36]的模型获得了 41%的优化能力的提升。

Li等人[38] 采用图神经网络对最小顶点覆盖问题、最大独立点集（Maximal

Independent Set，MIS）、极大团（Maximal Clique，MC）、适定性问题（Satisfiability）

进行了研究，由于所研究问题均为点选择问题，与 TSP问题不同，对节点选择的

顺序无要求，因此文章没有采用逐步添加节点的方式构造解，而是使用 GCN图神

经网络直接输出所有点选择概率的估计值，并基于该估计值以引导树搜索的方式

构造可行解。为了解决问题可能存在多个最优解的情况，文章采用 hindsight loss

方式输出多个概率分布，在此基础上进行树搜索，并采用局部搜索的方式对解进

行再处理。文章与 Dai等人[36] 的模型以及测试问题的多个基准方法进行了对比，

在优化效果上均超越了对比算法。

以上方法均为对选择各个节点的概率进行估计，文献 [39, 40]利用图神经网

络对选择各个“边”的概率进行估计，以 TSP问题为例，利用图神经网络模型输

出一个邻接矩阵，代表两点之间存在边的概率，值大则节点 i和 j大概率相连。随

后根据各个边出现概率的估计值，使用波束搜索（beam search）的方式构造最终

的可行解。文献 [39, 40]均采用监督式方法进行训练，即利用 LKH3或 Concorde

求解器构造大量“坐标 -最优路径”的训练数据，根据最优解的真实邻接矩阵和图

神经网络输出的邻接矩阵计算交叉熵，以交叉熵为损失函数训练模型。Nowak等
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人[39] 使用的是经典 GNN图神经网络模型[50]，该模型的优化效果没有超越传统的

启发式方法以及指针网络模型，Joshi等人[40]采用的是 GCN图神经网络，该模型

在 20，50，100规模 TSP问题上的优化效果略微超越了 Kool等人[33] 的方法，接

近 LKH3、Concorde等求解器得到的最优解，但是该方法的求解时间长于 LKH3、

Concorde等方法，在泛化能力上该方法也不及 Kool等人[33]的方法。

（2）方法总结

指针网络模型主要用于求解 TSP、VRP等具有序列特性的组合优化问题（即

该类问题的解与节点的顺序有关），由于指针网络利用注意力机制以自回归的方

式对解进行构造，因此适用于求解序列组合优化问题。而基于图神经网络的方法

由于得到的是节点的特征向量，自然地可以计算得到节点选择的概率，因此在

MVC、MIS等顺序无关的点选择问题上多有应用，针对 TSP等序列优化问题，一

类方法是仍然以自回归的方式逐步选择节点[36]，另一类方式是根据节点的特征向

量计算边选择的概率，然后利用波束搜索等方法构造解[40]。

表 1.2 不同构造方法在 TSP问题上优化性能比较

方法类别 模型 TSP-20 TSP-50 TSP-100

最优 Concorde 3.84 5.7 7.76

基于指针网络

(Attention机

制)

Vinyals[29] 3.88 7.66 -

Bello[30] 3.89 5.95 8.3

Nazari[31] 3.97 6.08 8.44

Deudon[32] 3.86 5.81 8.85

Deudon[32]+2OPT 3.85 5.85 8.17

Kool[33](greedy) 3.85(0s) 5.8(2s) 8.12(6s)

Kool[33](Sampling) 3.84(5min) 5.73(24min) 7.94(1hour)

基于图神经网

络

Dai[36] 3.89 5.99 8.31

Nowak[39] 3.93 - -

Joshi[40] 3.86 5.87 8.41

Joshi[40] 3.84 5.7 7.87

旅行商问题是文献中研究组合优化问题的经典问题，表 1.2对上述构造方法

在不同规模 TSP问题上的优化性能进行比较研究，各个模型采用 TensorFlow或者

Pytorch深度学习工具平台实现，由于文献 [33, 40]是各类方法的 SOA模型且均在

相同型号的 1080Ti-GPU上进行的实验，因此对文献 [33, 40]的求解时间也进行了

对比。

其中 Greedy是采用贪婪策略构建 TSP问题的解，即每次选取具有最大选择
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概率的城市；2OPT是对模型得到的解进行进一步的 2OPT局部搜索以提高解的

质量；BS是采用 Beam Search波束搜索的方式根据边选择的概率构造解。通过实

验结果可见 Kool等人[33] 的方法是当前基于注意力机制的构造方法的 SOA模型，

采用简单的贪婪策略即可在短时间内实现对 TSP问题的高效求解；Joshi等人[40]

利用图神经网络结合波束搜索对 TSP问题进行求解，其优化效果超越了 Kool等

人[33]的模型，但是该方法耗时过长。

由于图神经网络能够有效处理很多组合优化问题的图结构，近年来利用图神

经网络求解组合优化问题的研究呈上升趋势，但该类方法仍然有很多问题待解

决，例如波束搜索通常需要大量搜索时间，并且大多研究仍然采用监督式方式进

行训练，需要构造大量标签样本，实际应用困难。Ma等人[34] 将图卷积神经网络

（GCN）和指针网络相结合，但是该方法在 100规模的 TSP问题上仍然劣于 Kool

等人[33]的方法，但是在大规模 TSP上存在优势，如何将指针网络的注意力机制和

图神经网络相结合是一个重要的问题。

1.3.2.3 深度强化学习改进的局部搜索方法

虽然构造方法可以通过深度神经网络模型直接输出问题的解，实现组合优化

的快速求解，但是其优化效果与 LKH3、Google OR tools等专业求解器相比仍有

一定差距。局部搜索（local search）是求解组合优化问题的经典方法，当前的局部

搜索算法主要是通过人工对搜索的启发式规则进行设计，以获得更好的优化效果，

鉴于近年来深度强化学习在在各领域取得的瞩目的学习能力，学者们开始研究利

用深度强化学习方法来自动学习局部搜索算法的启发式规则，从而比人工设计的

搜索规则具有更好的搜索能力。

（1）方法综述

Chen等人[45] 于 2019年提出了一个基于深度强化学习的组合优化问题搜索模

型 NeuRewriter，它和局部搜索具有相似的算法流程，即首先随机构造一个可行解，

在该初始解的基础上通过局部搜索不断提高解的质量。相比于传统算法所采用的

人工设计的启发式规则，作者利用深度强化学习方法对局部搜索的策略进行训练，

利用学习到的策略对搜索过程进行引导。其策略由两部分构成：Region-Picker和

Rule-Picker，以作业车间调度问题为例，首先利用 Region-Picker选定一个工序，其

次利用 Rule-Picker对该工序的操作策略进行决策，如与另一个工序进行调换。文

章利用 Actor-Critic方法对 Region-Picker和 Rule-Picker策略进行了训练，其优化

效果在作业车间调度问题上超越了 DeepRM和 Google OR-tools求解器，在 VRP

问题上超越了 Google OR-tools求解器。

Yolcu等人[46] 采用深度强化学习改进的局部搜索方法对适定性问题（Satisfia-

bility）进行了研究，仍然采用局部搜索的求解框架，利用深度强化学习对局部搜
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索中变量选择算子进行学习，作者采用图神经网络对变量选择的策略进行参数化，

利用 REINFORCE算法更新图神经网络的参数，实验显示相对于传统的启发式算

法，该方法可以在更少的步数内找到最优解，但是运行时间却远长于传统算法。

Gao等人[47]基于大规模邻域搜索框架对组合优化问题进行求解，作者利用深

度强化学习方法对大规模邻域搜索的 Destroy和 Repair算子进行学习，采用图注

意力神经网络（Graph Attention Network）对问题特征进行编码，并采用基于循环

神经网络的解码器输出 Destroy和 Repair算子。具体地，Destroy算子是从当前解

中选择多个节点，并将其从当前解中移除，Repair算子是将移除的节点以一定的

顺序重新插入到当前解中，因此该模型对 Destroy算子的点集选择策略和 Repair

算子的排序策略进行学习。文章采用 Proximal Policy Optimization（PPO）算法对

模型进行训练，并用来解决 CVRP、带时间窗的 CVRP等问题，实验表明该方法

在 100节点的 CVRP问题上优化效果超越了 Kool等人[33] 的方法，并在 400节点

的大规模 CVRP问题上具有比传统启发式算法更快的收敛性能，在优化能力上接

近但未达到最优解，但本文并没有提供求解时间对比。

Lu等人[48]于 2020年提出了 Learn to Improve（LSI）组合优化问题求解方法，

该方法不只在优化效果上超越了 LKH3、Google OR-tools等组合优化求解器，其

求解速度也超越了上述专业求解器。作者首先对 LSI框架进行设计，算法总体流

程仍然采用局部搜索的方式，在每一步搜索过程中，算法决定是继续提升当前解

还是对当前解进行扰动，因此算法包括两个算子：提升算子和扰动算子，作者采

用了九种不同的提升算子作为算子库，采用深度强化学习训练提升算子的选择

策略，每次迭代，算法根据问题特征和当前的解，利用学习到的策略从算子库中

选择提升算子，从而不断提升当前解的质量，如果达到局部最优，算法对当前解

进行扰动。论文通过实验证明该方法在 20-，50，100-CVRP问题上超越了当前

state-of-the-art的 LKH3求解器，并且其求解速度也远超 LKH3算法。

（2）方法总结

深度强化学习改进的局部搜索方法是自 2019年以来最新提出的一类组合优

化方法，主要用于求解 VRP等路径优化问题，表 1.3对该类方法以及构造方法在

求解不同规模 VRP问题上的优化能力进行了比较，结果取自各个文献的实验数

据。各算法均在 GPU上运行（各算法使用不同型号 GPU，但运算时间不存在较大

差距），均采用 Pytorch深度学习工具实现。

从实验对比可以看出，深度强化学习改进的局部搜索方法在优化能力上优于

当前性能最好的构造方法，Lu等人[48] 模型的优化性能甚至超越了 LKH3专业组

合优化求解器，且算法运行时间数倍少于 LKH3；但是该方法的运算时间仍然远

长于构造方法，Kool等人[33] 的模型采用简单的贪婪策略可见在数秒内运算得到
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表 1.3 不同模型在 VRP问题上的优化性能比较

模型 VRP-20 VRP-50 VRP-100

LKH3 6.14 (2h) 10.38 (7h) 15.65 (13h)

Nazari[31] 6.4 11.15 16.96

Kool[33](greedy) 6.40 (1s) 10.98 (3s) 16.80 (8s)

Kool[33](sampling) 6.25 (6m) 10.62 (28m) 16.23 (2h)

Chen[45] 6.12 10.51 16.1

Lu[48] 6.12 (12m) 10.35 (17m) 15.57 (24m)

接近最优解的方案，具有快速在线求解的优势。可见两类不同的方法具有不同的

优势，需要根据不同应用场景和问题规模进行选择.

1.3.2.4 基于深度强化学习的组合优化理论方法总结

从上述方法可见，构造方法具有求解速度远超传统优化算法的优势，也是近

年来研究较多的一类方法，模型一旦训练完成，可以对任意同类型的问题进行求

解，具有很强的泛化能力，但是很难保证解的优化效果，尤其随着问题规模的扩

大，其优化能力与传统优化算法之间的差距会不断扩大。深度强化学习改进的局

部搜索方法是近年来兴起的另外一类方法，其本质上仍然是启发式搜索算法，但

是没有采用人工设计的搜索规则，而是利用深度强化学习算法对搜索规则进行学

习，因此该方法具有较强的优化能力，其优化效果可以超越传统的优化算法，但

是其求解时间仍然远慢于构造方法，因此需要根据优化效果和求解速度之间的权

衡来选择不同的方法。

由于神经网络模型可以采用监督式和强化学习方法进行训练，文献 [51, 52]

对监督式和强化学习训练方法进行了详细的实验对比和分析，论文发现强化学习

训练方法收敛比监督式训练方法慢，但强化学习得到的模型具有更强的泛化能力。

由于存在多种组合优化问题，不同文献的研究重点不同，导致存在多种不同

的模型方法。例如 [31, 33, 48]等文献偏重于解决 TSP、VRP等路径优化问题，其

中节点选择的顺序对结果有很大影响，因此基于注意力机制的方法在此类问题上

有较好的效果。并且对于复杂的路径选择问题，如 CVRP问题，目前的研究均采

用注意力机制，而没有单纯采用图神经网络的方法，可见注意力机制在处理具有

序列特性的组合优化问题上具有较好的性能；而 [36, 38, 46]等文献偏重于解决

MVC、MAXCUT等问题，即点选择问题，该类问题对节点的顺序没有要求，此种

情况下图神经网络在该类问题上应用较多;同时，结合图神经网络和注意力机制的

方法在 TSP等路径优化问题上也取得了较好的效果[34, 47]。

鉴于此，为了更清晰地对求解不同类型组合优化问题的不同模型方法进行分
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析和总结，本节对解决不同组合优化问题的不同方法进行分类分析，并对各个研

究所采用的模型进行归纳，结果如表 1.4所示。可见，近年来图神经网络结合各种

搜索方法（波束搜索、树搜索）在各种组合优化问题上得到了广泛的应用，其主

要应用于没有序列特性的组合优化问题，如MVC、MAXCUT等。而基于注意力

机制的指针网络方法是解决具有序列决策特性组合优化问题的主要方法，如 TSP、

VRP等问题。针对基于指针网络的构造方法，由于其核心是借鉴机器翻译领域的

注意力机制，因此追踪当前自然语言处理领域的前沿成果是提升指针网络模型性

能的重要思路，如 Kool等人[33] 借鉴了 Transformer模型中的Multi-head Attention

机制，使得其模型在组合优化问题上取得了当前业界最优的效果。针对基于图神

经网络的构造方法，由于图神经网络是当前人工智能领域的研究热点，如何从众

多模型中选择改进适合求解不同组合优化问题的图神经网络模型是一个重要的问

题，同时波束搜索、树搜索耗时长也是制约该类方法的一个瓶颈，如何高效地将

图神经网络和注意力机制相结合是需要解决的难题。针对深度强化学习改进的局

部搜索方法，目前的研究仍然处于起步阶段，但已经取得了超越传统组合优化求

解器的成果，如何提高解搜索的效率以及扩大启发式算子的搜索空间是未来提升

算法性能的重要内容。

1.3.3 基于深度强化学习的组合优化应用研究综述

组合优化问题广泛存在实际生产生活中的各个领域，随着在各个领域中实际

问题规模的不断扩大以及对算法求解时间的严格要求，传统运筹优化方法很难在

可接受时间内实现问题的在线求解，基于深度强化学习的组合优化方法作为近年

来提出的一类前沿方法，具有求解速度快、泛化能力强的优势，本章对近年来该

类方法的应用研究进行综述。首先对应用较多的网络与通信领域的研究进行综述，

其次对交通、电网等其他领域的应用研究进行介绍。

1.3.3.1 网络与通信领域

由于网络与通信领域存在多种典型的组合优化问题，如资源分配、路由拓扑

优化等，因此基于深度强化学习的组合优化在网络与通信领域存在较多的应用。

（1）资源分配

在网络与通信领域，资源分配问题是指将有限的 CPU、内存、带宽等资源分

配给不同的用户或任务需求，如虚拟网络功能部署问题、网络资源切片问题等。

网络功能虚拟化技术（network function virtualization，NFV）通过标准的 IT虚

拟化技术将网络功能虚拟化，是当前网络通信的前沿技术，虚拟网络功能（Virtual

Network Function，VNF）是 NFV架构中的虚拟网络功能单元，VNF的放置与部

署问题是当前网络通信领域研究较多的一类问题，鉴于传统的 VNF部署方法通
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表 1.4 不同模型针对不同组合优化问题的方法比较

组合优化问题 文献 模型细节

TSP问题

[29–35] 基于指针网络架构
[36] GNN+DQN

[39, 40] GNN+监督式训练 +波束搜索

VRP问题

[31, 33] 基于指针网络架构
[45, 47, 48] 均采用强化学习训练局部搜索算子。[45]: 指针网

络架构，[47]: Graph Attention模型，[48]:

Transformer Attention模型

最小顶点覆盖问题 (MVC)

[36, 37, 46] GNN + RL
[38] GNN +监督式训练 +树搜索

最大割集问题 (MaxCut)

[36] GNN + DQN
[53] Message Passing Neural Network (MPNN) + DQN
[54] CNN&RNN + PPO

适定性问题 (Satisfiability) [38, 46] GNN +监督式训练 /RL

最小支配集问题 (MDS)

[46] GNN + RL
[55] Decision Diagram + RL

极大团问题 (MC) [38, 46] GNN +监督式训练 /RL

最大独立集问题 (MIS)

[38] GNN +监督式训练 +树搜索
[56] GNN + RL +蒙特卡洛树搜索

背包问题 (Knapsack) [30] 指针网络 + RL

车间作业调度问题 [45] LSTM + RL训练局部搜索算子

装箱问题 (BPP)

[57] LSTM + RL
[58] NN + RL +蒙特卡洛树搜索

图着色问题

[46] GNN + RL
[59] LSTM + RL +蒙特卡洛树搜索

常需要数十分钟才可以完成优化过程，近年来涌现出利用深度强化学习实现 VNF

智能在线部署的多个研究。文献 [60]将 VNF部署问题建模为混合整数规划问题，

并将其转化为马尔可夫过程，在满足不同的端到端时延需求的前提下，以最小化

总任务时间为目标，文章以 DQN强化学习方法对模型进行训练，从而实现 VNF

在线部署，该方法在收敛性能以及优化能力上优于多个基准方法。文献 [61, 62]

基于 GNN图神经网络对 VNF网元资源需求进行预测，以提高 VNF部署的准确
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性。文献 [63]考虑 VNF网元资源分配的特性，指出传统强化学习方法很难处理

VNF部署问题中的大规模离散决策空间探索问题，因此文章对 Deep Deterministic

Policy Gradient algorithm（DDPG）强化学习算法进行了改进，提出了增强 DDPG

算法，该方法的优化能力超过了传统 DDPG方法以及整数规划方法。文献 [64]采

用指针网络的 Encoder-Decoder架构对 VNF部署问题进行了求解，其 Encoder和

Decoder均采用 LSTM模型，文章利用拉格朗日松弛将该约束问题转化为无约束

问题，并采用基于蒙特卡洛的策略梯度方法对模型进行训练。通过与约束问题求

解器 Gecode和传统启发式方法对比，实验显示该方法的优化性能在大多数小规模

和大规模问题上均优于对比算法。

文献 [65]基于深度强化学习对无线边缘计算网络的切片策略进行了研究，文

章设计了一种 D-DRL分布式强化学习框架，采用一个中心协调器和多个分布式

智能体对切片策略进行协同优化，并采用 DDPG强化学习算法对模型进行训练。

传统网络切片方法通常会受到不确定的资源需求、不确定的服务时间等不确定性

因素影响，文献 [66]将网络切片过程建模为半马尔可夫过程，采用 Deep Double

Q-Learning方法对切片策略进行优化，以克服 DQN收敛慢的缺点，模型在训练时

可以充分地对大规模决策空间进行探索，从而能够在在线优化时有效处理不确定

的状态信息，进行实时在线响应，将不同的网络资源分配给不同种类的用户，实

验证明该方法的长期优化能力相比于当前最优的方法提高 40%，且在线优化耗时

可以忽略不计。

文献 [67]对雾计算中的复杂资源分配问题进行了研究，将雾计算建模为马尔

可夫过程，以在既定时延内满足用户最大需求为目标，利用 DQN强化学习方法对

雾计算中的资源分配进行在线求解，可以得到接近最优解的优化效果，并优于传

统的启发式资源分配方法。

（2）拓扑与路由优化

在通信网络或者无线传感网络中，通常需要对路由策略、传感器的连接拓扑

进行优化，以降低通信时延和成本。文献 [68]基于深度强化学习方法对无线通信

网络的路由策略进行研究，文章采用图神经网络对通信网络的图结构进行建模，

对当前网络信息进行编码，并输出选择不同节点的 Q值，采用 DQN算法对图神

经网络进行训练。实验显示该方法具有很强的泛化能力，一旦模型训练完成，能

够对任意结构的网络进行路由策略的在线优化。文献 [69]基于 DRL和蒙特卡洛

树搜索提出了一种 DRL-TC方法，利用该方法对无线自组织传感网络的通信拓扑

连接进行优化，文章采用深度神经网络对问题进行建模，利用强化学习方法对其

进行训练，利用该神经网络的输出指导蒙特卡洛树搜索的过程，从而得到最优的

通信拓扑连接。
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文献 [70] 对无线传感网络中移动代理的路由策略进行了研究，采用指针

网络模型的 Encoder-Decoder-Attention架构输出移动代理的最优路径，文章利用

Actor-Critic算法对其进行训练，实验显示该方法能够有效地对无线传感网络的流

量进行控制，降低能量消耗。文献 [71]基于深度强化学习方法对 D2D无线通信

网络的链路选择策略进行优化，文章采用指针网络模型结构对链路进行选择，其

Encoder和 Decoder均使用 LSTM模型，并利用策略梯度方法对模型进行训练，实

验证明该方法能够在更短计算时间内达到传统方法相似的优化性能。

（3）计算迁移

计算迁移（Computation Offloading）是通过将部分计算任务从本地迁移到远

程设备以解决移动终端资源受限问题的一个有效途径，由于无线信道状况变化较

快，需要快速进行策略相应，而传统的数值优化方法很难实现在线快速优化，鉴

于此，多个文献 [72–74]采用深度强化学习实现计算迁移策略的在线优化。文献

[72]提出了一种基于深度强化学习的计算迁移框架，基于 DQN算法对移动边缘计

算网络对在线计算迁移策略进行优化，在优化时间和优化效果上优于传统整数规

划算法。文献 [73]基于深度强化学习方法对多址边缘计算的计算迁移策略进行了

研究，文章采用 Seq2Seq模型对策略进行建模，利用 PPO算法对模型进行训练，

在不同任务数量的情况下均接近最优解，且超越了多个基准方法。文献 [74]将移

动边缘计算网络中的计算迁移问题转换成了多维多背包问题，利用多指针网络对

策略进行建模，并采用 REINFORCE强化学习方法对该指针网络进行训练，最后

采用波束搜索得到最终的方案。实验表明该方法的优化性能较基准启发式算法提

高了 25%，且运行时间优于 OR-tool。

1.3.3.2 其他领域

（1）交通领域

在货物配送领域，随着电商规模的不断扩大，当前的配送路径优化方法很难

做到城际交通规划系统的在线实时响应，鉴于此，文献 [75]利用深度强化学习方

实现了配送路径的在线快速生成，文章设计了一种基于 Struct2Vec图神经网络和

指针网络注意力网络的模型，采用图注意力机制对路径生成的过程进行建模，并

采用策略梯度方法对该模型进行训练，文章基于德国科隆市的城市交通路网对该

方法进行了测试，实验显示该方法可以在可接受时间内实现配送路径的快速生成，

且在相同求解时间内优于传统的整数规划方法和启发式方法。

在网约车领域，订单的分配和司机载客区域的分配是一个复杂的组合优化问

题，传统运筹优化方法很难处理大规模订单的在线调度和响应，文献 [76]利用深

度强化学习方法对该问题进行了研究，文章参考注意力机制对深度神经网络的结

构进行了设计，并分别研究了 DQN和 PPO训练算法在不同场景下的表现，实验
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表明 DQN和 PPO训练方法在不同的客流需求场景各具优势，且能够实现在线实

时优化。文献 [77]采用深度强化学习方法对交通信号灯控制策略进行优化，以信

号灯持续时间作为优化变量，结合决策网络、目标网络、Double-Q-Learning等深

度强化学习方法对模型进行训练，取得了比传统交通信号灯控制方法更好的效果。

（2）生产制造领域

在生产制造领域存在大量组合优化问题，近年来基于深度强化学习的组合优

化模型在生产制造领域也多有应用。文献 [45, 78]对经典的车间工作流调度问题

进行了研究，采用深度强化学习方法对局部搜索的解搜索规则进行学习，利用

Actor-Critic深度强化学习算法对搜索规则进行优化学习，实验表明该两个模型在

优化性能上均超越了传统启发式局部搜索方法。

置换车间工作流调度问题是对是对流水车间调度问题的进一步约束，文献

[79, 80]均采用指针网络模型对该问题进行了研究，文献 [79]采用了经典的指针网

络模型，并利用 CPLEX求解器构造大量样本对该模型进行监督式训练，实验结果

表明注意力机制能够有效提高解的质量，文献 [80]采用了Multi-head注意力机制

进行建模，并利用 REINFORCE强化学习算法对模型进行训练，实验表明该模型

超越了多个启发式搜索算法和传统的指针网络模型。

（3）高性能计算领域人工智能模型的训练是一个耗时极长的任务，合理地对

计算资源进行规划和调度能够有效提高计算效率，随着神经网络规模的不断扩大，

多 CPU和多 GPU混合训练是当前通用的一个方法，将神经网络模型的不同计算

功能部署在不同的计算设备上对训练速度有很大的影响，该问题是一个典型的组

合优化问题，文献 [81, 82]利用深度强化学习方法对该部署问题进行了研究，文

献 [81]采用了经典的指针网络模型架构对问题进行建模，并利用策略梯度方法进

行分布式训练，实验证明该方法可以将 Tensorflow计算图的训练速度提高 20%以

上。文献 [82]在此基础上提出了一个分层模型，首先 Grouper层将计算图中的不

同计算部分进行分组，然后 Placer层根据 Grouper层得到的分组结果输出部署方

案，Placer层仍采用 Encoder-Decoder模型，实验证明该方法可以将 Tensorflow计

算图的训练速度提高 60%。

（4）微电网能量管理领域

在微电网能量管理问题中，用电、储能等设备的启停控制是典型的离散优化

问题，部分学者采用不同的深度强化学习方法对该问题进行了研究。Lavet等人[83]

使用深度强化学习方法对微电网能量管理问题进行了研究，文章考虑了一个包含

短期储能、长期储能以及光伏发电的微电网系统，将微电网能量管理问题建模为

马尔可夫过程，以最小化用电费用为目标，以充电、放电、无操作作为动作空间，

以卷积神经网络对该问题进行建模，采用 DQN算法进行训练，实验发现该训练好
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的模型能够有效地提高能源利用率，降低用电费用，但是文章没有和基准方法进

行对比。

文献 [84]构建了一个包含光伏发电、储氢装置、蓄电池的孤岛型复合能源系

统，并将复合储能系统的协调控制转化为序列决策问题，文章仍然采用卷积神经

网络对问题进行建模，采用 Double DQN深度强化学习方法对该系统的协调控制

策略进行优化，实验表明该方法与 DQN算法相比具有更快的收敛速度。

文献 [85]利用 Double Q-learning深度强化学习方法对空调和通风系统的温度

调节、启停等策略进行优化，从而在保证良好的温度舒适度和空气质量的前提下

达到最低的能量消耗，以实现最优能量管理优化，文章在实际环境中对该模型进

行测试，结果发现该方法与传统的温度调节方法相比更具有优越性。

文献 [86]利用深度强化学习算法对对楼宇的智能能量管理问题进行了研究，

对楼宇中空调、电视、电动汽车等用电设备的启停进行控制，文章利用深度神经

网络对该问题进行建模，分别研究了 DQN和 Deep Policy Gradient（DPG）训练算

法在该问题上的表现，实验表明 DPG策略梯度方法能够更加有效地实现削峰填谷

和降低能源消耗。

由于基于深度强化学习的组合优化方法是近年来刚提出的一类方法，其应用

研究较少。近年来的应用研究对指针网络、图神经网络模型以及其他深度神经网

络模型均有研究，对 DQN、Double DQN、Actor-Critic、PPO、DDPG等先进的深

度强化学习方法也均有涉及。但各个应用研究都是针对各自不同的实际问题进行

建模，其模型的结构、状态空间、动作空间都有较大区别，方法之间缺乏横向比

较，实验对比较为匮乏，虽能体现出算法的优化效果，但对算法相对于传统方法

的优化性能分析较少，虽然当前基于深度强化学习的组合优化应用研究较为初步，

但由于工业、制造、交通等领域存在大量组合优化问题，基于深度强化学习的优

化算法具有求解速度快、泛化能力强的优势，因此该类方法在国防、工业、交通

等实际场景中具有广泛的应用前景。

从上述综述可见，当前基于深度强化学习的组合优化方法研究仍然处于起步

阶段，采用人工智能方法对传统组合优化问题的求解大多只针对简单的组合优化

问题，研究的问题规模较小，并且没有相关文献针对多目标问题进行研究，而实

际生产生活当中的组合优化问题具有更加复杂的特性，亟需针对复杂大规模、多

目标、动态非线性的组合优化问题进行研究，论文在此背景下，对基于深度强化

学习的组合优化方法进行更加深入的研究。
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1.4 论文主要内容与创新点

1.4.1 研究内容

传统组合优化方法很难实现问题的在线求解和快速决策，论文对基于深度强

化学习的组合优化方法进行研究，从基于深度强化学习的组合优化框架、单目标、

多目标、分支定界法几个方面开展研究，克服了传统组合优化方法的局限性，研

究内容包括：

（1）借鉴人工智能技术解决传统的组合优化问题是近几年来新兴的研究方向，

为组合优化问题的求解提供了一种全新的思路，因此论文首先总结回顾了近些年

利用深度强化学习方法解决组合优化问题的相关理论方法与应用研究，对其理论

方法研究和应用研究进行系统地总结和综述，指出当前各类方法的优势和缺陷，

指出亟待解决的若干问题，从而引出本文的研究内容。

（2）不同于求解组合优化问题的传统运筹优化方法，采用深度强化学习方法

求解组合优化方法涉及到大量新技术、新概念、新思路，需要对基于深度强化学

习求解组合优化问题的基本原理和求解框架进行研究，基于此，论文对涉及到的

深度神经网络模型、深度强化学习方法的相关理论进行阐述，对基于深度强化学

习求解组合优化问题的科学原理和建模流程进行研究，提出基于深度强化学习求

解组合优化问题的基本流程和框架。

（3）近年来涌现出应用人工智能技术求解组合优化问题的一系列方法，该类

方法在一定程度上克服了传统组合优化算法的局限性，但是当前方法大多针对较

为简单的单目标组合优化问题，如旅行商问题，对于复杂组合优化问题的研究较

少，而且模型能够处理的问题规模通常较小，如当前方法大多只对 100节点的旅

行商问题进行研究，在这种背景下，论文采用深度强化学习方法对具有复杂动态

特性的覆盖旅行商问题进行研究，对模型结构、训练方法进行研究和设计。

（4）当前采用人工智能技术求解组合优化问题的方法均针对单目标组合优化

问题，目前尚无文献采用该类方法对“多目标组合优化问题”进行研究，但多目

标问题广泛存在与实际生产、交通、通信、军事等实际领域中，采用人工智能方

法求解传统多目标组合优化问题仍然存在很大挑战，论文对基于深度强化学习的

多目标组合优化方法进行探索，对基于深度强化学习的多目标旅行商组合优化方

法进行研究。

（5）上述方法均为组合优化的近似方法，即对组合优化问题的近似解进行求

解，而分支定界法作为组合优化的另一类重要方法，能够求解得到问题的理论最

优解，是当前 CPLEX等主流优化求解器的核心算法，在大量场景下存在应用需

求，但是传统分支定界法求解速度极慢，论文进一步对基于深度强化学习的分支
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定界组合优化方法进行研究，以提高传统分支定界法的求解速度，从而实现对组

合优化单目标、多目标、近似算法、精确算法的全方位研究，提出在不同应用场

景下求解组合优化问题的系统的解决方案。

（6）论文最后将基于深度强化学习的组合优化方法应用于无人机路径优化实

际问题上，考虑了一种基于无线能量传输的无人机路径优化场景，无人机无需降

落回收，通过无线能量传输技术实现无人机执行任务的全流程无人化，首先对无

人机功耗模型和无线能量传输模型进行研究，其次对该复杂问题的深度强化学习

方法进行探索，从而实现无人机路径的实时在线优化。

本文六个研究内容的关系如图1.1所示。

组合优化

单目标

基于深
度强化
学习的
覆盖旅
行商组
合优化

方法

基于深
度强化
学习的
多目标
旅行商
组合优

化方法

基于深
度强化
学习的
分支定
界组合
优化方

法

基于深度强化学习的组合优化框架

原理 流程

第二章

第
三

章

第
四

章

第
五

章

集合覆盖

设备选址

最大独立集

基于深
度强化
学习的
无人机
路径优

化方法

多目标 精确算法 实际问题

第
六

章

图 1.1 研究内容

1.4.2 主要创新点

针对基于深度强化学习的组合优化方法的关键问题和研究内容，本文的创新

点如下。

（1）针对传统组合优化方法的缺陷，本文提出了基于深度强化学习的组合优

化框架。将深度强化学习方法求解组合优化问题的流程分为三步：根据问题类型

进行模型选择；设计深度神经网络对组合优化问题进行建模；采用强化学习方法

对深度神经网络参数进行学习。并针对各个步骤，详细研究了组合优化问题建模
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需要采用的深度神经网络模型，研究基于深度强化学习求解组合优化问题的科学

原理，提出了基于深度强化学习的组合优化方法的流程框架和求解范式。

（2）针对复杂单目标组合优化问题，本文提出了一种基于深度强化学习的覆

盖旅行商组合优化方法。设计了一种基于动态嵌入的注意力模型，该方法可以对

具有动态特性、解序列长度不定、大规模的单目标覆盖旅行商问题进行求解，克

服了当前深度强化学习优化方法在处理大规模、具有动态复杂特性的组合优化问

题上的局限，相对于传统启发式方法，在达到相同优化水平的前提下，所提基于

深度强化学习的覆盖旅行商问题求解方法能够获得 10倍以上求解速度的提升，同

时模型表现优于当前业界最优的其他人工智能模型。

（3）针对多目标组合优化问题，本文提出了一种基于深度强化学习的多目标

旅行商组合优化方法。当前基于深度强化学习的组合优化方法均针对单目标问题

进行研究，本文率先采用深度强化学习方法对多目标组合优化问题进行了研究，

填补了该领域的空白。设计了一种分解策略和基于领域的参数迁移策略，所提方

法在大规模、超多目标的多目标旅行商问题上均取得了超越传统启发式方法的性

能，能够以数倍的求解速度获得更好的优化精度。

（4）针对能够得到组合优化问题理论最优解的分支定界法。本文提出了一种

基于深度强化学习的分支定界组合优化方法，设计了一种图指针神经网络模型对

分支定界法的分支策略进行建模，设计了全局特征和历史特征对问题状态进行更

精确的表征，设计了一种基于 top-k KL散度的模仿学习方法对模型进行训练，该

方法实现了比专业优化求解器优化速度提升 40%的性能，在三种不同组合优化问

题上的表现均超越了当前基于机器学习改进的分支定界法，在求解速度和模型准

确率上均获得了提升。

（5）针对实际应用问题。本文利用深度强化学习方法解决了考虑无线能量传

输的无人机路径优化问题，首先对无人机功耗模型和无线能量传输模型进行了构

建，考虑了悬浮充电以及移动充电模式，基于实际问题的约束，构建了基于多头

注意力机制的深度神经网络模型，通过强化学习对模型进行离线训练，实现了无

人机路径的实时在线优化，该方法相对于 Google OR-tools、粒子群、自适应大邻

域搜索等传统方法，在不同规模问题上实现了 4倍到 500倍求解速度的提升。

1.4.3 论文结构

本文由七章组成，组织结构如下所示。

第一章绪论，首先介绍本文的研究背景和亟待解决的关键问题，综述了近些

年利用深度强化学习方法解决组合优化问题的相关理论方法与应用研究，对其基

本原理、相关方法、应用研究进行系统地总结和综述，指出当前各类方法的优势
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和缺陷，指出亟待解决的若干问题，从而引出本文的研究内容。

第二章提出了基于深度强化学习的组合优化框架，首先对组合优化问题、深

度神经网络模型、深度强化学习方法的相关理论进行了阐述，从而提出了基于深

度强化学习求解组合优化问题的科学原理和求解框架，设计了基于深度强化学习

求解组合优化问题的基本方法和流程。

第三章针对组合优化的复杂单目标问题进行了研究，提出了一种基于深度强

化学习的覆盖旅行商组合优化方法。首先介绍该问题的研究背景，其次提出了问

题的建模方法、神经网络模型架构、模型训练方法，最后，本章通过大量算法对

比和模型测试验证了所提出算法的有效性。

第四章针对组合优化的多目标问题进行了研究，提出了一种基于深度强化学

习的多目标旅行商组合优化方法。首先介绍该问题的研究背景，其次针对多目标

优化问题的特点，提出了一个基于深度强化学习求解多目标优化问题的构造方法，

尔后介绍了问题的建模方法和训练方法，最后，本章通过大量算法对比和模型测

试验证了所提出算法的有效性。

第五章针对分支定界法进行了研究，提出了一种基于深度强化学习的分支定

界组合优化方法。首先将分支定界过程建模为马尔科夫决策过程，并提出了针对

该问题的特征提取和建模方法，随后设计了一种高效的模型训练算法，最后通过

与传统分支定界法和机器学习方法的实验对比验证了所提出算法的有效性。

第六章针对实际问题进行了研究，将基于深度强化学习的组合优化方法应用

到了一种考虑无线能量传输的无人机路径优化问题上，并提出了该问题的模型和

深度强化学习方法，通过离线训练在线应用的方式实现了无人机路径的实时在线

优化，与传统方法的实验对比验证了所提算法的有效性。

第七章对全文内容进行总结，并展望下一步的研究方向。
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第二章 基于深度强化学习的组合优化框架

不同于传统组合优化方法，采用人工智能方法求解组合优化方法涉及到大量

新技术、新概念、新思路，本章对基于深度强化学习求解组合优化问题的科学原

理进行研究，提出基于深度强化学习的组合优化方法的框架和求解范式。深度强

化学习方法求解组合优化问题主要分为三步：根据问题类型进行模型选择；设计

深度神经网络对组合优化问题进行建模；采用强化学习方法对深度神经网络参数

进行学习。本章针对各个步骤，详细研究了组合优化问题建模需要采用的深度神

经网络模型，对建模过程和训练方法进行介绍，最终提出基于深度强化学习的组

合优化框架。

2.1 基于深度强化学习的组合优化基本概念和原理

本节主要对基于深度强化学习的组合优化方法的基本原理进行研究，并对相

关概念进行介绍。

2.1.1 深度神经网络模型

2.1.1.1 循环神经网络模型

在组合优化问题中，很多问题都具有序列特征，例如旅行商问题需要对城市

访问顺序进行优化，因此，可考虑采用能够处理序列数据的神经网络模型对组合

优化问题进行建模，循环神经网络（Recurrent Neural Network，RNN）是专门用来

处理序列数据的神经网络架构。

传统神经网络一般为前馈神经网络，即输入信息通过神经网络节点向输出层

传播，输出只与当前输入有关。而循环神经网络不仅以当前的输入信息作为模型

输入，同时将上一步模型的输出作为当前步模型的输入，因此能够记忆序列信息。

具体地，循环神经网络结构如图 2.1所示，其计算方法为：

h(t) = f
(
h(t−1),x(t);θ

)
(2.1)

当前的隐向量 h(t)由参数为 θ的 RNN计算得到，其输入是上一步 RNN输出的隐

向量 h(t−1)和当前的输入信息 x(t)。

但是循环神经网络在实际应用时常出现梯度消失、梯度爆炸等问题，即随着

步数增多，梯度呈指数级下降或者上升的问题，难以处理长序列信息。因此近年

来多种循环神经网络的变体被提出，如带存储单元的长短时记忆网络（Long Short

Term Memory，LSTM）和门控循环单元（Gated Recurrent Unit，GRU）等，LSTM

设计了一种门机制来解决梯度消失问题，并采用 cell state来保存长期记忆，配合
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图 2.1 循环神经网络结构图

门机制对信息进行过滤，从而可以有效存储长期记忆，GRU也采用门机制来解决

梯度问题以及无法处理长期记忆的问题，但是 GRU相对于 LSTM具有更少的参

数，因此具有更快的收敛速度，其结构如图 2.2所示。

图 2.2 LSTM和 GRU等循环神经网络变体

2.1.1.2 序列到序列模型

从组合优化问题的特征可以发现，很多组合优化问题可以看作“序列到序列”

的映射，例如旅行商问题以城市坐标序列作为输入，输出城市的访问序列，因此，

可以借鉴机器翻译领域著名的“序列到序列模型”对组合优化问题进行建模。

序列到序列模型于 2014 年被文献 [87] 和 [88] 相继提出，分别被命名为编

码器 -解码器模型（Encoder-Decoder Model）以及序列到序列模型（Sequence-to-
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Sequence，Seq2Seq）。其应用特点是能够实现序列到序列的映射，常用于机器翻

译等自然语言处理领域，该神经网络模型的基本结构如图 2.3所示。

模型由编码器和解码器构成，编码器和解码器均为循环神经网络以处理序列

信息，首先通过编码器将输入序列转换为一个定长的向量，解码器以该向量为首

个隐层状态，以上一步预测得到的值作为输入，不断解码得到每一步的预测值，

最终构成输出序列。从图 2.3可以看出，该神经网络架构能够实现输入序列到输

出序列的映射，因此可以借鉴该神经网络架构实现组合优化问题的建模。

图 2.3 序列到序列模型示意图

2.1.1.3 注意力机制

传统的序列到序列模型将输入序列编码为一个向量，再对该向量进行解码得

到输出序列，但是该方式存在一系列问题。首先编码器将整个输入序列的信息压

缩到了一个向量当中，一旦问题规模变大，会导致输入序列的长度增加，这种压

缩的方式难以避免信息的损失，无法表示整个输入序列的信息；其次，解码器根

据该定长向量不断解码，随着序列长度的增加，存在信息稀释的问题，并且无法

得到序列内部长期依赖的关系。

同时，针对组合优化问题，相对于机器翻译的应用，组合优化的规模常常远

大于翻译语句的长度，因此传统序列到序列模型很难实际应用于组合优化问题的

建模。

为了解决传统序列到序列模型在机器翻译任务中存在的局限性，文献 [89]在

2014年提出了著名的注意力机制（Attention），该神经网络模型的架构如图 2.4所

示，以英语 -德语翻译为例，编码器不只将输入序列编码为一个定长的向量，并

且生成每个输入节点的特征向量，在解码过程中，每翻译一个单词时，将该步的

上下文向量（Context）和编码器生成的每个输入节点的特征向量进行注意力计算，

从而得到针对每个输入节点的注意力值，根据该注意力值进行解码，从而使得翻

译过程更加关注与当前翻译单词关系更大的输入单词。
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例如，在解码器的第一步翻译德语 Er时，通过注意力机制可以计算得到与英

语 He之间的注意力值更大，因此翻译该单词时主要关注于将 He翻译为德语，后

续每一步的翻译过程都会通过注意力机制来计算与输入单词之间的关系，翻译每

个单词时都将更多“注意力”投入于与当前关联最大的单词，因此能够克服序列

长度增加而导致的信息丢失和长期依赖计算困难的问题，提高解码的准确度。

因此，可以借鉴注意力机制，采用注意力增强的序列到序列模型对组合优化

问题进行建模，从而提高优化求解的准确性。

图 2.4 注意力增强的序列到序列模型示意图

2.1.1.4 图神经网络

图在现实生活中广泛存在，如社交网络图，引文网络图等，很多组合优化问

题可以建模为图结构，如旅行商问题，每个节点代表城市，边即两个城市之间的

路径，而边的权重代表城市之间的距离，因此可以将组合优化问题建模为图结构。

图是一类由节点和边构成的数据结构，一个图通常由其邻接矩阵 A表示，如

果一个图含有 N 个节点，那么邻接矩阵 A的大小为 N ×N，其中 Aij = 1表示第

i个节点和第 j 个节点相邻。图可以分为多种类型，如有向图和无向图，对于有向

图 Aij 和 Aji不相等，无向图则相反，Aij 的值也可以为其他数值，比如边的权重。

传统处理图数据的方法主要包括以下几个类别：

• 搜索算法，如深度遍历和广度遍历方法。

• 最短路算法，如 Dijkstra算法和最近邻算法。

• 生成树算法，如 Prim算法等。

但是传统算法需要得到图的先验知识，并且应用范围很小，无法处理诸如节

点分类、图分类等任务。因此近年来图神经网络作为处理图数据的一种深度学习

方法得到了广泛关注。

图神经网络，顾名思义，即用神经网络对图数据进行建模，但是图数据的复

杂特性为神经网络方法带了了极大的挑战，例如图结构具有不规则的特点，图中
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的节点可能具有不同数量的邻居，边的稀疏性等。图神经网络通过节点和边的关

系，利用设计的神经网络结构和计算方法，计算得到能够代表节点特征的节点向

量，当前图神经网络方法主要包含以下三类：

（1）循环图神经网络

循环图神经网络（Recurrent Graph Neural Networks, ReCNNs）最具有代表性

的一类图神经网络方法，它利用循环神经网络的思想进行节点特征的学习，即递

归交换邻域信息来更新节点状态，直到达到稳定的均衡状态，具体地，ReCNNs

通过集成节点上一步的特征向量、节点当前的特征、邻接的特征、边的特征对节

点的特征向量进行不断更新，通过多步更新直至达到稳定平衡态，从而得到节点

最终的向量表示。

循环图神经网络基于巴拿赫不动点定理：如果 f : X → X 为压缩映射，且

(X, d) 为完备度量空间，则 f 具有唯一不动点，且从任意起始点 x0 开始，当

n → ∞时，f(xn)收敛于 f(x∗)，其中 x∗ 为不动点。这意味着如果将映射函数 f

应用于初始点 x0 k次，f(xk)应当与 f(xk−1)几乎相同，即达到收敛稳态。

因此，循环图神经网络基于上述不动点假设，对节点向量进行更新，节点向

量在第 t步的更新过程如下：

h(t)
v = σu∈N(v)f

(
xv,x

e
(v,u),xu,h

(t−1)
u

)
(2.2)

其中，节点的初始特征 h
(0)
v 通过随机的方式进行初始化，或者通过节点已知

的特征进行初始化，f(·)代表一个参数化的映射函数，通常为一个神经网络，σ代

表一个集成操作，如求和、平均或者取最大值，h
(t)
v 代表节点 v在当前更新步的节

点特征向量，N(v)代表 v 的邻居节点的集合，xv 是节点 v 的特征，xu 是邻居节

点 u的特征，xe
(v,u) 是与 v相连的边的特征，h

(t−1)
u 是邻居节点 u在上一步更新的

特征向量。通过上述计算方法得到节点最终的特征向量。

（2）基于频谱的图卷积神经网络

卷积即为各节点聚合自身与邻居的状态得到新的状态，与循环图神经网络

不同的是，图卷积神经网络（Convolutional graph neural networks, ConvGNNs）采

用固定的层数，且各卷积层神经网络的参数不同。图卷积神经网络主要包括基

于频谱的图神经网络（Spectral-based ConvGNNs）和基于空间域的图神经网络

（Spatial-based ConvGNNs）两种。

基于频谱的图神经网络将图卷积操作定义为图信号处理领域中的滤波器操作，

图卷积算子定义为从图信号中去除噪音，该类方法具有严格的数学基础，具体地，
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每一层通过卷积滤波对节点向量的更新方式如下：

H
(k)
:,j = σ

(
fk−1∑
i=1

UΘ
(k)
i,j U

TH
(k−1)
:,i

)
(j = 1, 2, · · · , fk) (2.3)

其中 k 代表第 k 层，H(k−1) ∈ Rn×fk−1 代表输入的图信号为上一层的滤波输

出，Θ
(k)
i,j 为一个对角矩阵，每一个元素为可学习的神经网络参数，其中U通过计

算拉普拉斯矩阵的特征向量得到，具体地，计算无向图邻接矩阵 A的拉普拉斯

矩阵：

L = I −D− 1
2AD− 1

2 , (2.4)

其中 D为节点度的对角矩阵，即 Dii =
∑

j (Ai,j)。因为对称性，L有标准正交的

特征向量矩阵 U 使得 L = UΛUT，其中 Λ = diag(λ)。

（3）基于空间域的图卷积神经网络

由于 Spectral-based ConvGNNs需要通过邻接矩阵计算节点的向量表示，一旦

邻接矩阵发生微小的变化，特征值和特征向量都会发生改变，从而影响节点向量

的计算，因此很难泛化到其他图结构上，并且特征值和特征向量的计算耗时明显，

不适用于大规模图。

鉴于此，基于空间域的图神经网络在一定程度上克服了基于频谱图神经网络

的缺陷，基于空间域的图神经网络模仿传统卷积神经网络中的卷积运算，根据节

点的空间关系定义图的卷积，将图中节点的信息与其邻居节点的信息进行聚合，

从而得到节点最终的特征向量表示。具体地，基于空间域的图神经网络可大体分

为以下计算步骤：

在信息传递阶段，首先确定好节点的邻域范围，得到以节点为中心的子图，

根据节点邻域定义的子图进行邻域信息聚合：

mk
v =

∑
u∈N(v)

Mk

(
hk−1
v , hk−1

u , evw
)

(2.5)

即在第 k步的消息传递过程中，对节点自身的隐层向量、节点邻域的隐层向量、邻

域边的特征进行聚合，利用聚合函数Mk(∗)进行聚合，得到邻域节点的信息表示。
在更新阶段，将得到的邻域节点信息和节点当前的隐层向量进行结合：

h(k)
v = Uk

(
h(k−1)
v ,mk

v

)
(2.6)

从而得到节点该阶段的节点向量，因 Spatial-based ConvGNNs计算节点向量的整

体过程就是将节点邻域信息聚集，结合中心节点状态来更新中心节点，得到下一
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阶段的节点向量，每层神经网络的参数可以不同，计算方式如下：

h(k)
v = Uk

h(k−1)
v ,

∑
u∈N(v)

Mk

(
h(k−1)
v , h(k−1)

u , xe
vu

) (2.7)

2.1.2 强化学习方法

组合优化问题属于离散决策问题，通常可以建模为马尔可夫决策过程，每个

决策变量的选择问题可以看作为智能体的动作，从而可以采用强化学习方法进行

求解。强化学习（Reinforcement Learning，RL）是智能体（agent）通过与环境的

交互，以不断试错的方式学习得到可以最大化回报的最优策略的一类方法，深度

强化学习方法近年来提出的一类新方法，它将深度神经网络和传统强化学习方法

相结合，在 Alpha Zero等领域的成功展示了其强大的序贯决策能力。

在强化学习方法中，智能体根据环境信息以及自身的策略进行动作的选择，

动作进行之后环境得到了更新，同时返回一个奖励值，强化学习的目标就是通过

对动作选择的策略进行学习以获得最高的累计奖励。

在强化学习中，通常采用 (S,A, T,R)元组代表马尔可夫过程，其中 S 代表环

境的状态集合，A代表智能体所能执行的动作集合，T : S × S ×A→ [0, 1]是状态

转移函数，T (s, s′, a)代表状态 s在执行动作 a后转移到状态 s′的概率，在此满足∑S
s′ T (s, s′, a) = 1∀s ∈ S, a ∈ A，其中，R : S × A→ R是在该状态下采取动作的

奖励值。

具体地，在每一步 t，智能体在状态集合 S 中感知当前的状态 st，并根据自

身策略 π(at|st)从动作空间 A中选取动作 at，执行动作 at 后根据状态转移概率

p(st+1|st, at)状态转移到状态 st+1，并且根据回报函数 R(s, a)返回一个奖励值 rt。

在回合制问题中，该过程不断重复直到回合结束，累计奖励为 Rt =
∑∞

k=0 γ
krt+k，

其中 γ ∈ (0, 1]是折扣因子。智能体的目标是最大化期望奖励。

强化学习的关键概念是值函数（Value Function），包括状态值函数（V函数）

和动作值函数（Q函数）。状态值函数定义如下：

Vπ(s) = E [Gt | St = s] (2.8)

表示在该策略 π下，对状态 s的评价，定义为从状态 s开始执行策略 π的期望回

报，其中 Gt代表奖励回报值。因此强化学习的任务就是寻找一个最优的策略使得

期望回报最大，即 V∗(s) = maxπ Vπ(s)。
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同样地，对于一个状态动作对 (s, a)的期望回报称作动作值函数，即 Q函数，

表示在该状态 s下执行动作 a的期望回报：

qπ(s, a) = Eπ [Gt | St = s, At = a] (2.9)

最优的动作值函数定义为 q∗(s, a) = maxπ q
π(s, a)。

根据贝尔曼方程（Bellman Equation），状态值函数 vπ 可以分解为：

vπ(s) = Eπ [Gt | St = s]

= Eπ

[
∞∑
k=0

γkRt+k+1 | St = s

]

= Eπ

[
Rt+1 +

∞∑
k=0

γkRt+k+2 | St = s

]
=
∑
a

π(a | s)
∑
s′

∑
r

p (s′, r | s, a)

=
∑
a

π(a | s)
∑
g′

∑
r

p (s′, r | s, a) [r + γvπ (s
′)]

(2.10)

同样地动作值函数可以根据贝尔曼方程分解为：

qπ(s, a) =
∑
s′,r

p (s′, r | s, a) [r + γVπ (s
′)] (2.11)

根据 V函数和 Q函数的子问题结构，可以通过蒙特卡洛学习、时序差分学习

（Temporal difference learning）等方法对值函数进行近似。

2.1.2.1 蒙特卡洛学习

由于在实际环境中状态转移函数 p (s′, r | s, a)未知，因此蒙特卡洛学习方法
通过蒙特卡洛采样积累大量 (St, At, Rt+1, St+1)状态转移对，在学习过程，每次都

需要执行完成整个马尔可夫过程，从而记录最终的回报 Gt，每个状态的值函数从

而根据实际的回报 Gt进行更新：

V (St)← V (St) + α [Gt − V (St)] (2.12)

该过程不断迭代，从而使得学习得到的值函数逼近最优。

2.1.2.2 时序差分学习

蒙特卡洛学习方法需要等待整个问题回合结束之后，统计实际奖励值对值函

数进行更新，而时序差分学习在每步动作执行之后就进行策略更新：

V (St)← V (St) + α [Rt+1 + γV (St+1)− V (St)] (2.13)
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其中 α是学习率，Rt+1 + γV (St+1)− V (St)为 TD-error，式 (2.12)采用回合结束

之后的总回报值 Gt 进行策略的更新，而时序差分采用单步的回报值进行策略

更新，即根据贝尔曼方程采用 TD-error对值函数 V (St)进行更新。SARSA[90] 和

Q-learning[91] 是应用广泛的时序差分学习方法，Q-learning对 Q函数更新的方法

如下：

Q(s, a)← Q(s, a) + α [r + γQ (s′, a′)−Q(s, a)] (2.14)

2.1.2.3 策略梯度方法

蒙特卡洛学习和时序差分学习都是对值函数进行学习，另一种方法是直接对

策略 π(a | s;θ)进行优化，策略由参数化的函数进行近似，通过梯度下降方法对策
略的参数 θ进行更新，更新的方向和数值由∇θ log π (at | st;θ)Rt决定，即以最大

化回报的方向对策略进行更新。

2.1.2.4 深度强化学习

传统强化学习方法的值函数或者策略以表格形式进行存储，很难应对动作空

间很大或者连续控制的场景，因此对值函数或者策略进行近似是一个有效的方法。

与传统方法不同，深度强化学习方法采用深度神经网络对 Q值进行估计、或

者直接对策略进行估计，因此称作深度强化学习，强化学习与深度神经网络的结

合是近年来人工智能领域最具突破的研究之一，在多个领域取得了瞩目的成功。

具体地，在深度强化学习中，强化学习的以下元素通过深度神经网络进行参

数化：值函数 v̂(s;θ)或者 q̂(s, a;θ)，策略 π(a | s;θ)，以及马尔可夫过程的状态转
移函数以及奖励函数。其中 θ为深度神经网络的权值参数，通常采用梯度下降方

法对神经网络参数进行更新，从而使得智能体的动作选择能够最大化奖励值。

例如 Deep Q-learning采用深度神经网络对 Q函数进行参数化近似，并引入了

经验重播（Experience Replay）和目标网络（Target Network）等技巧提高了智能体

的探索和利用效率。Actor-Critic方法采用深度神经网络对智能体策略进行参数化，

Actor神经网络对策略进行近似，Critic神经网络对值函数进行近似，两个神经网

络同时更新，从而得到最优的策略近似。

2.2 基于深度强化学习的组合优化框架

从上述内容可以发现，可以采用序列到序列模型、图神经网络模型等深度神

经网络模型对组合优化问题进行建模，然后采用深度强化学习方法对模型进行训

练，从而使得模型具有求解组合优化问题的能力。本节首先对基于深度强化学习

的组合优化建模和求解流程进行介绍，其次对建模和求解流程的各个细节进行展

开，最后提出基于深度强化学习的组合优化框架。
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2.2.1 基于深度强化学习的组合优化建模和求解流程

采用深度强化学习方法求解组合优化问题主要分为三步：1）首先，根据组合

优化问题特征进行模型选择；2）其次，设计深度神经网络对组合优化问题进行建

模；3）最后，采用强化学习方法对深度神经网络参数进行学习。

（1）模型选择

首先，不同组合优化问题呈现出不同的特点，需要根据不同组合优化问题的

特点进行模型选择。针对具有序列特性的组合优化问题，例如凸包问题、工作流

调度问题、TSP问题以及 VRP问题等路径优化问题，该类问题具有序列的特性，

即问题的解中节点的顺序对解的好坏有很大影响，例如 TSP问题城市访问的顺序

影响路径的长度。针对该类具有序列特性的组合优化问题，可以采用序列到序列

模型对其进行建模，从而有效提高模型对序列信息的处理能力。

对于另一类不需要考虑节点的顺序的点选择问题，例如集合覆盖问题、最大

独立集问题、最小顶点最大覆盖等问题，由于该类问题一般具有图结构，因此可

以选择图神经网络模型对该类问题进行建模。对既具有序列特性又具有图结构的

组合优化问题，可以将序列到序列模型和图神经网络模型相结合，从而提高模型

的表现。

（2）模型设计

其次，设计深度神经网络对组合优化问题进行建模。传统的序列到序列模型

和图神经网络模型无法直接对组合优化问题进行求解，需要根据组合优化问题的

特性对深度神经网络模型进行特殊设计，从而实现对组合优化问题的求解。采用

人工智能方法求解组合优化问题的核心思路是利用深度神经网络实现组合优化问

题的输入到输出解的映射，因此核心问题是如何利用深度神经网络对组合优化问

题的解进行构造。

针对序列到序列模型，可以类比机器翻译的过程，即每次输出一个翻译的单

词，可以参考该过程采用序列到序列模型构造组合优化的解，即每次向当前解添

加一个决策变量，从而构造得到组合优化的最终解，但是传统序列到序列模型是

每一步生成一个新的词向量，而组合优化问题是生成输入序列的排列组合，因此

需要借鉴序列到序列模型对神经网络的结构进行重新设计。针对图神经网络模型，

可以将组合优化问题中每个节点的特征当作图中节点的初始特征，节点之间的关

系作为图中的边，采用图神经网络计算每个节点的特征向量，从而映射为节点选

择的概率，根据概率则可以对该类点选择的组合优化问题进行求解。

但是直接应用上述模型无法实现对组合优化问题的求解，需要根据组合优化

问题的具体特征进行设计，例如对于 VRP问题，每一个城市选择的决策都会导致

节点状态的动态变化，对于最大独立集问题，需要满足任意两点之间都没有连边
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的约束，因此需要考虑组合优化问题的特征，基于此，章节 2.2.2和章节 2.2.3分

别对基于序列到序列模型和图神经网络模型的组合优化问题建模流程和原理进行

了展开和详细介绍。

（3）模型训练

深度神经网络模型实质上是一个非线性函数 fθ(x)，该函数能够实现组合优化

问题输入到输出的映射，但是该函数中存在大量参数 θ，只有将这些参数设置为

最优，才能实现准确的映射，因此需要对深度神经网络模型的参数进行训练。传

统神经网络的训练方法一般为监督式训练方法，即提供训练集中每个实例的标签，

以最小化神经网络的输出和实际标签之间的差距进行模型训练，对于组合优化问

题，标签就是组合优化问题的最优解，但是组合优化问题本来就面临求解速度慢

的局限性，因此很难提供大量用于训练的标签，如果将近似最优解作为标签，那

么训练得到的模型性能无法超越训练集近似最优解的性能，因此传统监督训练方

法面临着局限性。

强化学习是无监督训练方法，可以直接以最小化组合优化目标函数的方法进

行训练，不需要构建标签数据集，并且具有更强的探索能力，因此可以采用强化

学习方法对组合优化的深度神经网络模型进行训练，强化学习状态、反馈的设计

需要结合组合优化问题的特征，章节 2.2.4对采用强化学习方法训练组合优化神经

网络模型的流程进行了阐述。

2.2.2 基于指针网络的组合优化建模

本节对基于序列到序列模型的指针网络模型进行介绍，该方法可以实现对具

有序列特性的组合优化问题进行建模。指针网络模型借鉴序列到序列模型的思想，

即利用神经网络实现序列到序列的映射，其核心思路是：利用编码器对组合优化

问题的输入序列进行编码，得到一个包含输入序列信息的向量，再利用解码器对

该向量进行解码，结合一种新的注意力机制以自回归的方式逐步构造解，自回归

即每一步向当前解中增加一个解，直到构造得到完整解。

具体地，定义一个组合优化问题P = P1, P2, · · · , Pn，其解为CP = C1, · · · , Cm(P )，

例如，对于凸包问题，P 为节点的坐标序列，解 CP 为节点序号的排列组合。可

以将该组合优化问题建模为问题序列 P 到解序列 CP 的映射，因此需要构建一个

参数为 θ的深度神经网络模型，对该映射的概率分布 p(CP |P ; θ)进行估计，具体

地，可以通过条件概率的链式法则对 p(CP |P ; θ)进行分解：

p
(
CP | P ; θ

)
=

m(P)∏
i=1

pθ (Ci | C1, . . . , Ci−1,P ; θ) (2.15)
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神经网络模型的参数通过最大化条件概率的方式进行优化：

θ∗ = argmax
θ

∑
P,CP

log p
(
CP | P ; θ

)
, (2.16)

针对上述建模过程，可采用指针网络模型实现该序列到序列的映射。指针网

络模型的结构如图 2.5，与序列到序列模型相同，指针网络由编码器、解码器和

注意力机制组成，编码器和解码器均为循环神经网络 LSTM，即采用 LSTM对

pθ (Ci | C1, . . . , Ci−1,P ; θ)进行建模。
编码器 LSTM 将节点坐标进行编码，得到每个节点的编码器隐层状态

e1, · · · , en，并输出最后的定长向量，解码器 LSTM对编码器输出的定长向量进行

解码，每一步均输出解码器隐层状态 d1, · · · , dm(P )，传统的序列到序列模型对定

长向量进行解码，从而得到输出序列。注意力增强的序列到序列模型采用注意力

机制提高解码过程信息表示的能力，在每一步解码过程 i中，将当前步的解码器

隐层状态 di 与所有编码层隐层状态 e1, · · · , en 进行注意力计算，得到注意力值加
权后的隐层状态，从而利用该注意力加权后的隐层状态进行序列输出，注意力计

算公式如下：

ui
j = vT tanh (W1ej +W2di) j ∈ (1, . . . , n)

aij = softmax
(
ui
j

)
j ∈ (1, . . . , n)

d′i =
∑n

j=1 a
i
jej

(2.17)

其中 softmax函数对输出的注意力值进行正则化，v,W1,W2 为需要优化的神

经网络参数，将注意力值加权的编码器隐层状态 e′i 与解码器隐层状态进行拼接

di，从而进一步得到该步的输出值，该计算方法即为传统的注意力机制，在机器

翻译等任务中具有广泛的应用。

但是针对组合优化问题，无法采用上述方法进行序列的映射，组合优化问题

解的长度依赖于输入序列的长度，输出序列通常为输入序列中节点序号的排列组

合，式 (2.17)无法完成该过程。因此，指针网络模型对传统注意力计算方法进行

了改进，使其可以求解组合优化问题。

具体地，指针网络模型采用式 (2.18)对条件概率 p (Ci | C1, . . . , Ci−1,P)进行
计算：

ui
j = vT tanh (W1ej +W2di) j ∈ (1, . . . , n)

p (Ci | C1, . . . , Ci−1,P) = softmax
(
ui
) (2.18)

与传统注意力机制不同，指针网络模型的注意力机制去掉了式 (2.17)中的第

三个公式，没有进一步计算注意力加权的编码器隐层状态，而是将直接将第二个
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公式计算得到的注意力值当作“指针”，指向输入序列的序号，从而实现“组合”

优化，输出节点序号的排列组合。

模型参数通过最大化条件概率 p
(
CP | P ; θ

)
来确定，即给定输入序列 P =

P1, P2, · · · , Pn，选择能够提高解 CP = C1, · · · , Cm(P )质量的参数 θ:

θ∗ = argmax
θ

∑
P,CP

log p
(
CP | P ; θ

)
, (2.19)

以图 2.5的凸包问题为例，利用指针网络模型构造解的过程如下[92]:

首先，将问题的每个输入（位置坐标）转换成高维的节点向量，编码器的

LSTM 依次读入各个节点的节点向量，最终编码得到一个存储输入序列信息

的定长向量 Vector，同时 LSTM在计算的过程中可以得到每个节点的隐层状态

e1, · · · , en，其过程如图 2.5所示。

图 2.5 Pointer Network模型示意图

然后，解码器对 Vector进行解码，过程如图 2.5所示。在第一步解码过程中，

LSTM读入 Vector，输出当前的隐层状态 d0，利用式 (2.18)的注意力机制根据 d0

和编码器得到的各节点的隐层状态 e1, e2, e3, e4可以计算得到选择各个节点的条件

概率，此时可选择概率最大的节点 1作为第一步选择的节点;在接下来的解码过

程中，LSTM读入上一步 LSTM的隐层输出和上一步选择节点 1的特征向量，输
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出当前的隐层状态 d1，根据 d1 和各节点的特征向量 e1, e2, e3, e4 计算选择各个节

点的概率，利用式 (2.18)的注意力机制进行该计算，此时可以选择具有最大概率

值的节点 4添加到解当中，按照该方式不断选择节点，直至构造得到一个完整解

(1, 4, 2, 1)。

因此，通过该指针网络模型可以实现组合优化问题的建模，通过对该模型参

数的训练可以实现问题序列到解序列的准确映射，从而实现组合优化问题的求解。

2.2.3 基于图神经网络的组合优化建模

由于大多数组合优化问题都具有图特征，因此可以采用图神经网络对组合优

化问题进行建模，本节对该方法的建模流程进行阐述。其核心思想是根据每个节

点的原始信息（如城市坐标）和各个节点之间的关系（如城市之间的距离），利用

图神经网络方法计算得到各个节点的特征向量。根据各个节点的特征向量进行节

点预测、边预测等任务。

一般将图定义为 G = (V,E)，V 代表节点的集合，E 为边的集合。图神经网

络通过不断学习节点的特征、邻居节点的特征、边的特征，并将其以各种方法进

行聚合，从而最终得到各个节点的特征向量，根据各个节点的特征向量完成预测、

分类等任务。以经典 GNN为例，各个节点的表征根据式 (2.20)进行更新：

h(t)
v =

∑
u∈N(v)

f
(
xv,x

e
(v,u),xu,h

(t−1)
u

)
(2.20)

其中 h
(t)
v 代表节点 v的表征向量，N(v)代表 v的邻居节点的集合，xv 是节点 v的

特征，xe
(v,u)是与 v相连的边的特征，xu是邻居节点 u的特征，h

(t−1)
u 是邻居节点

u在上一步更新的特征向量。因此该公式根据节点 v 本身的特征、边的特征以及

邻居节点的特征对节点 v的表征向量进行更新，从 t = 0开始对不断对 h
(t)
v 进行更

新直到收敛，从而得到节点 v的 high-level特征向量。

根据各个节点的特征向量，可以进行组合优化问题的求解，如针对节点选择

问题（如最小顶点覆盖问题），可以将图神经网络得到的节点特征向量以一个全连

接神经网络映射到节点选择概率，从而根据概率进行节点的选择；针对边选择问

题（如 TSP问题），可以以两个节点的特征向量作为输入，以一个全连接神经网络

映射得到一个选择概率，即该两点之间存在边的概率，从而进行边选择。

值得注意的是，针对路径规划问题，例如旅行商问题，解构造过程存在一定

的约束，按照概率进边的选择并不一定可以构成一个完整的哈密顿回路，因此需

要辅以搜索方法进行解的构造，可以通过以下两种方法进行组合优化解的构造。

（1）基于自回归的方式构造组合优化的解

根据图神经网络可以计算得到节点和边选择的概率，第一种方法是根据节点
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选择的概率，以自回归的方法构造解。具体地，模型首先利用 GNN计算得到各个

节点的向量表示，将各个节点的表征向量通过一个全连接神经网络映射为各个节

点的 Q值。根据 Q值采用贪婪策略以迭代的方式构造解，即每次选择 Q值最大的

节点添加到当前解当中，直到构造得到完整解，通常以 DQN强化学习方法对该图

神经网络进行训练，从而得到准确的 Q值估计。

该解构造方式的示意图如图 2.6所示[36]，即每次从可选节点集合中选择一个

节点，根据当前构造的解重新对图神经网络进行计算并更新 Q值，直到构造得到

一个完整解。

图 2.6 自回归方式构造组合优化解过程示意图

（2）基于非自回归的方式构造组合优化的解

第二种方式是根据图神经网络一次性计算得到所有边选择的概率，而不通

过自回归的方式逐步进行边的添加，基于图神经网络的边选择概率计算方法如
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式 (2.21)所示[40]。

xℓ+1
i = xℓ

i +ReLU

(
BN

(
W ℓ

1x
ℓ
i +
∑
j∼i

ηℓij ⊙W ℓ
2x

ℓ
j

))

ηℓij =
σ
(
eℓij
)∑

j′∼i σ
(
eℓij′
)
+ ε

eℓ+1
ij = eℓij +ReLU

(
BN

(
W ℓ

3e
ℓ
ij +W ℓ

4x
ℓ
i +W ℓ

5x
ℓ
j

))
pij = MLP (eTij)

(2.21)

即进行节点特征向量更新的同时，进行边特征向量的更新，在 T 次更新后，将边

特征向量映射为一个概率值。该概率值代表在最优解中，各个边属于最优解边集

合的概率，此时采用贪婪策略根据该概率进行边的选择一般会出现不可行解的情

况，以旅行商问题为例，每次选择一个边，最终所有边不一定可以构成一个哈密

顿回路，因此根据该概率分布，进一步以波束搜索、树搜索的方式进行可行解的

构造。

波束搜索是广度优先搜索的一种特殊形式，在图的搜索空间较大时，为了提

高搜索效率缩减搜索空间，每次只搜索质量较高的一些节点，波束搜索的一个重

要参数是波束宽度 L，广度优先搜索遍历完当前所有子节点后进入下一层，而波

束搜索在该层只处理质量最高的前 L个节点，而剪掉其余节点，然后再往下一层

拓展，当波束宽度无穷大时，即为广度优先搜索。以旅行商问题为例，给定当前

可选边或者节点的集合，选择前 L个概率最大的边或者节点，对这 L个边或者节

点继续进行扩展，对每条路径均进行存储，直到构造得到完整解，选择最终累计

概率最大的解作为最终解。与之相对的则是贪婪策略，即每次只选择概率值最大

的边或者节点，从而构造得到最终解，波束搜索可以提高解的质量，虽然相较于

广度优先搜索降低了运算量，但仍然需要较长的搜索时间。

由于图神经网络主要用于计算节点的特征向量，因此另外一种方法是将图神

经网络和指针网络进行结合，即用图神经网络计算得到的节点特征向量代替指针

网络 LSTM编码器计算得到的各节点的隐层输出向量，仍然采用式 (2.18)的注意

力机制计算每一步的节点选择概率，以自回归的方式逐步构造得到完整解。

2.2.4 强化学习训练方法

通过上述指针网络或者图神经网络对组合优化问题进行建模，可以用参数化

的深度神经网络实现组合优化问题从输入到输出的非线性映射，对于深度神经网

络模型的参数，可以通过监督式训练算法或者强化学习算法进行训练。

监督式学习方法通过使用“组合优化问题 -最优解”的标签数据集对神经网
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络的参数进行训练，该训练方法存在以下缺陷：1）首先深度神经网络的参数数

量巨大，监督式训练需要大量带标签的数据集，但是组合优化问题求解本就耗时，

构建不同组合优化问题的标签数据集需要耗费海量时间和存储空间，很难实际应

用；2）其次，虽然可以通过计算近似最优解的方式构造标签数据集，但是在该种

情况下监督式训练得到的组合优化策略无法超越数据集中的最好结果，即模型最

好情况下也只能达到标签数据集的优化能力。在该种情况下，采用无监督的强化

学习算法对模型参数进行训练是一个更好的选择。

强化学习通过试错机制不断训练得到最优策略，首先需要将组合优化问题建

模为马尔科夫过程，其核心要素为状态、动作以及反馈，以旅行商问题为例，其

问题的状态为城市的坐标 s以及已经访问过的城市，动作为第 t步选择的城市 πt，

所有动作组成的城市访问顺序 π即为组合优化问题的解，反馈 r是路径总距离的

负数，即最小化路径长度，策略即为状态 s到动作 π的映射，策略通常为随机策

略，即得到的是节点选择的条件概率 pθ(π|s)，该随机策略建模为:

pθ(π | s) =
t=1∏
n

pθ (πt | s,π1:t−1) (2.22)

策略由神经网络参数 θ进行参数化，在马尔科夫过程中，每一步动作的概率

为 pθ (πt | s,π1:t−1)，即根据已访问过的节点 π1:t−1 和城市坐标 s计算选择下一步

访问各个节点的概率，根据链式法则累乘即可以得到问题输入 s到节点最终访问

顺序 π的映射 pθ(π|s)，该随机策略即通过上述的指针网络或者图神经网络进行建
模，其参数为 θ。

由于旅行商问题的优化目标是最小化总的路径长度 L(π)，因此可以采用

REINFORCE强化学习算法对模型参数进行训练，REINFORCE算法属于策略梯度

方法，即对策略进行参数化的近似，在此采用上述深度神经网络对策略进行近似，

REINFORCE算法是以回合制的总反馈作为参数更新的标准，天然符合组合优化

问题，因此采用 REINFORCE强化学习算法对策略参数进行训练优化。

REINFORCE强化学习算法又称基于蒙特卡洛的策略梯度方法，即不断执行

动作直到结束，在一个回合结束之后计算总反馈，然后根据总反馈对策略的参数

进行更新，适用于训练组合优化问题的模型，以 TSP问题为例，总反馈即为路径

总长度的负数 −L(π)。REINFORCE基于以下公式对策略的参数 θ进行更新：

∇θL(θ) = Epθ(π|s) [∇ log pθ(π | s)L(π)]

θ ← θ +∇θL(θ)
(2.23)

根据链式法则，pθ(π | s) 为每步动作选择概率的累乘，则 log pθ(π | s) 计
算为每步动作选择概率对数的求和，以该值对参数 θ 计算偏导可得梯度值
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∇ log pθ(π | s)。
通常引入一个基线（baseline）函数 b(s)，满足：∑

a

b(s)∇θπ(a | s, θ) = b(s)∇θ

∑
a

π(a | s, θ)

= b(s)∇θ1 = 0

(2.24)

因此减去与动作无关的项 b(s)，可以减少算法的方差，因此策略参数的更新

公式为：

∇θL(θ) = Epθ(π|s) [∇ log pθ(π | s) (L(π)− b(s))]

θ ← θ +∇θL(θ)
(2.25)

L(π)− b(s)决定了梯度下降的方向，b(s)代表策略的平均表现 (baseline)，如

果当前策略的表现比”平均”好，则对该策略进行正向激励，反之亦然。

有多种方式对 b(s)进行估计，运用较多的方法是新增一个 Critic神经网络对

b(s)进行估计，即给定一个组合优化问题实例 s，利用 Critic神经网络估计该问题

解的目标函数值。Critic网络与策略网络同步进行训练，以策略网络训练过程中产

生的 s, L(π)作为训练集对 Critic进行训练。REINFORCE算法通过公式2.25对的

梯度进行计算并更新，不断训练从而对 pθ(π | s)进行准确的估计，从而实现组合
优化问题序列到解序列的准确映射。

2.2.5 基于深度强化学习的组合优化框架

综上，本节提出基于深度强化学习的组合优化框架，如图 2.7所示，基本流程

如下。

（1）模型设计

在模型设计阶段，首先根据组合优化问题的类型对模型进行选型。主要考虑

组合优化问题是否具有序列特性或者图特征，对于具有序列特性的组合优化问

题，可以选择指针网络模型对问题进行建模，尤其对于复杂的路径选择问题，例

如 VRP问题，指针网络模型是更好的选择，通过指针网络模型，基于注意力计算

机制，可以得到每一步选择各个节点的概率，从而根据概率，采用贪婪策略、波

束搜索、树搜索等方式构造解。

对于具有图特征的问题，例如集合覆盖问题、最大独立集问题、最小顶点最大

覆盖问题等，可以选择图神经网络模型对该类问题进行建模，利用图神经网络计

算方法计算得到节点的向量表示，进一步采用全连接神经网络等方式将节点向量

映射为点或边的选择概率，从而根据点选择 /边选择概率构造组合优化问题的解。

对于同时具有序列特性和图特性的问题，可以将图神经网络和指针网络的注
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具有序列特性

凸包、工作流调度、

TSP、VRP等路径优化问题

点选择问题

最大独立集、集合覆盖、最

大割集、最小顶点覆盖等

指针网络模型 图神经网络模型

注意力机制

节点选择概率

节点向量表示

节点/边 选择概率

组合优化解

贪婪策略、采样策略、波束搜索等方式构造

问题特征

参数化模型

强化学习算法离线训练

模型在线求解组合优化问题

更新模型参数

多目标

动态特性

 

模型调整

图 2.7 基于深度强化学习的组合优化求解框架

意力机制相结合，将指针网络的编码器替换为图神经网络，从而得到更加准确的

节点特征向量，然后以注意力机制进行解的构造，从而提高模型性能。同时，针

对不同组合优化问题的其他特征，例如问题可能存在的动态特性或者多目标特性，

需要针对性地对神经网络模型进行调整，以适应不同组合优化问题的特点。

（2）模型训练

模型建立完成之后，采用强化学习方法对神经网络模型的参数进行优化。首

先，随机生成一定规模的组合优化问题实例 s，利用神经网络模型计算问题 s的

解，并计算该解的目标函数值 L(π)，根据 s和 L(π)，根据问题特征选择基于蒙特

卡洛或者时序差分的强化学习方法对模型进行训练。

蒙特卡洛学习方法在回合完成之后进行模型参数的更新，采用最终的总回报

值（即组合优化问题真实的目标值）对策略进行更新，对于组合优化目标函数值

的估计是无偏的，因此在决策步数少的小规模问题上具有较好的模型训练效果，

但是针对大规模问题，该训练方式具有较大的时间复杂度和空间复杂度，训练效
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率较低。时序差分学习方法在每步动作执行之后进行策略更新，在大规模问题上

训练效率较高，但是对于组合优化问题目标值的估计存在较大偏差，因此需要根

据问题的特征进行试验和选型。

（3）构造组合优化解

模型一旦离线训练完成，即可利用该模型进行组合优化问题的在线求解。神

经网络模型的输出通常为各个节点 /边的概率分布 pθ(π|s)，基于 pθ(π|s)，可以通
过以下方式进行组合优化解的构造：

（a）贪婪策略。在解构造过程中，每一步都根据可选节点 / 边的概率分布

pθ(π|s)选择概率最大的节点 /边，不断选择直至构造得到完整解，例如求解旅行

商问题，指针网络模型每一步输出选择各个节点的概率，每次均选择概率最大的

城市添加到当前解当中，最终构造得到一个完整的哈密顿回路。

（b）采样策略。在解构造过程中，每一步从概率分布 pθ(π|s)中进行随机采
样，不断添加到当前解中从而得到一个完整解。该采样过程进行 Nsample次可得到

Nsample个解，选择其中最好的解作为最终解。可见贪婪策略只构造一个解，而采

样策略需要构造多个解，因此采样策略需要更长的计算时间，但是得到的解通常

更优。

（c）波束搜索。波束搜索是广度优先搜索的改进方法，即采用搜索树的方式对

解空间进行广度优先遍历，但是搜索过程中只保留前 Nbeam 个最好的部分解，只

对该 Nbeam 个节点进行探索，根据各个节点 /边的概率值对这 Nbeam 个搜索树节

点进行选择。当 Nbeam 为无穷大时，波束搜索退化为广度优先搜索，即遍历整个

决策空间。

采样策略和波束搜索策略通常能够得到比贪婪策略更优的解，采样数量

Nsample 以及波束宽度 Nbeam的不同则会导致不同的计算耗时和优化效果，可以根

据计算资源、优化性能以及求解实时性的要求进行选择。通过该模型设计、模型

训练、解构造的求解框架，即可基于深度强化学习方法实现组合优化问题的在线

求解。

2.3 本章小结

本章对基于深度强化学习的组合优化的基本原理进行了阐述，介绍了深度神

经网络模型、组合优化问题、强化学习方法等概念，对基于指针网络的组合优化

建模方法和基于图神经网络的组合优化建模方法进行了阐述，提出了基于深度强

化学习的组合优化基本框架和求解范式。

第 44页



国防科技大学研究生院博士学位论文

第三章 基于深度强化学习的覆盖旅行商组合优化方法

当前采用人工智能技术求解组合优化问题的方法大多针对较为简单的组合优

化问题，如旅行商问题，对于复杂组合优化问题的研究较少，而且模型能够处理

的问题规模通常较小，如大多数当前方法至多能够求解 100城市的旅行商问题，

对于大规模复杂组合优化问题的研究存在欠缺。

本章针对复杂单目标组合优化问题，提出了一种基于深度强化学习的覆盖旅

行商组合优化方法，对具有动态特性、解序列长度不定的单目标覆盖旅行商问题

进行研究，克服了当前人工智能模型在处理大规模、动态复杂特性问题上的局限，

所提方法相对于传统启发式方法能够获得 10倍以上求解速度的提升，模型表现优

于当前业界最优的其他人工智能模型，同时可以拓展到更大规模、不同类型的覆

盖旅行商问题上。

3.1 覆盖旅行商问题

旅行商问题（Traveling Salesman Problem，TSP）是运筹学领域经常研究的组

合优化问题。给定一组城市的空间位置，旅行商问题的目标是找到一个最短距离

的哈密顿回路，即访问每个城市一次并返回出发点。旅行商问题是覆盖旅行商问

题（Covering Salesman Probelm，CSP）的一类特殊情况，覆盖旅行商问题是旅行

商问题的推广。

在覆盖旅行商问题中，每个城市都有一个预定义的城市覆盖距离，在该距离

内所有其他城市都会被覆盖。覆盖旅行商问题即寻找给定城市的一个子集，寻找

访问该子集城市的一个最短回路，使得每个城市必须被访问一次或者至少被一个

城市覆盖。具体地，针对覆盖旅行商问题，定义一个完全图 G = (V,E)，图中每

个节点均互相连接，其中 V 是代表城市的节点集合。E = ({i, j} : i, j ∈ N, i < j)

是边的集合，cij 表示边 {i, j}的权重，通常定义为节点 i和 j 之间的距离，Si 为

N 的子集，每个节点 i可以覆盖 Si内的所有城市。在覆盖旅行商问题中，目的是

在 V 的子集上找到一个哈密顿回路，使得所有城市被访问一次，或者至少被回路

上任何一个城市覆盖一次，该问题的目标是最小化总路径长度。

如果每个城市的覆盖距离为零，则覆盖旅行商问题就约简成了旅行商问题。

因此，覆盖旅行商问题是旅行商问题的超集，旅行商问题是覆盖旅行商问题的特

例，覆盖旅行商问题也属于 NP难问题并且比旅行商问题更难解决。

在一些实际应用场景中，由于燃料或人力资源的限制，很难保证每个城市都

能像旅行商问题中假设的那样被访问一次。因此，覆盖旅行商问题广泛存在与现

实世界的实际应用中，诸如应急管理和救灾规划问题 [93–95]。例如，在医疗服务队
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的路线规划问题[93]中，没有必要对每个村庄进行医疗物质的输送，而是选择部分

村庄进行医疗物质的输送，其余村庄前往其最近的存在寻求医疗服务，从而提高

输送效率。

覆盖旅行商问题由 Current和 Schilling [93]于 1989年首次提出。他们提出了一

种简单的启发式方法来求解该问题，求解过程分为两部分：第一阶段计算可以覆

盖所有城市的最少数量的城市，即集合覆盖问题（SCP）；第二阶段可以看作是一

个旅行商问题，即在上述选定的城市中找到最短的回路。但是集合覆盖问题通常

存在多个解，因此需要多次运行 TSP算法才能找到最终解，求解效率低且效果差。

自此，学者们开始设计不同的启发式方法来求解覆盖旅行商问题。Golden等

人[96] 提出了两种启发式局部搜索算法（LS1和 LS2）来求解该问题，LS1和 LS2

是当前应用最为广泛的方法，并常被用作模型评价的基准算法。作为局部搜索方

法，它们都是从一个随机的可行解开始，利用破坏、修复和置换等不同的算子来

改进它。LS1首先根据删除概率从当前解中删除固定数量的节点，然后根据插入

概率将新节点逐个地插入到当前的解中，直到解决方案再次可行，这些概率值通

过将节点删除或添加到当前解中路径长度的减少或增加来计算得到。相反的，LS2

每次从当前解中删除一个节点，然后将距离被删除节点最近的节点插入到解中，

然后采用 Lin-Kernighan算法和 2-Opt算法对解进行改进。

Salari等人[97]开发了一种基于整数线性规划（ILP）的启发式方法来解决覆盖

旅行商问题。它与上述方法[96]的主要区别在于其应用 ILP来改进解。这种方法首

先应用类似的破坏和修复操作，通过从当前解决方案中删除一些节点并重新插入

新节点以形成可行解的方式来减少路径长度。通过求解一个以最小化路径为目标

的 ILP模型，对当前解进一步改进。另外，其他局部搜索方法也应用类似的破坏

和修复操作来求解覆盖旅行商问题。例如，Shaelaie等人[98] 提出了一种变邻域搜

索方法，Venkatesh等人[99]提出了一种多起点迭代局部搜索算法。

除了局部搜索方法之外，其他基于种群的启发式方法也被相继提出。Salari

等人[100] 结合蚁群优化（ACO）算法和动态规划来求解覆盖旅行商问题。它还结

合了各种本地搜索方法，例如删除、插入和 3-OPT搜索。实验表明，这种方法在

大规模问题上存在优势。Tripathy等人[101] 提出了一种重新设计的交叉算子的遗

传算法（GA），但模型表现不如 LS1和 LS2。文献中还存在其他不同类型的遗传

算法[98, 102] 用于求解覆盖旅行商问题，Pandiri等人[103] 提出了一种人工蜂群算法

等等。

启发式方法是近几十年来求解覆盖旅行商问题的主要方法，在性能方面，上

述启发式算法在大多数情况下与早先提出的 LS1/LS2并不存在明显的优势，一些

启发式方法可能在几个问题实例上优于 LS1/LS2，但是仍然属于迭代型优化算法，
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存在求解耗时时间长等缺陷。近年来开始出现基于机器学习求解组合优化问题的

一系列方法，一定程度上克服了传统算法的局限性，但是当前研究大多针对诸如

旅行商问题的小规模简单组合优化问题，而覆盖旅行商问题相对于 TSP问题具有

更多复杂特性，传统基于深度强化学习的组合优化方法在求解覆盖旅行商问题上

面临多种挑战，首先覆盖旅行商问题解序列的长度可变，其次城市访问过程中节

点覆盖状态会发生动态变化，如何对城市访问过程中节点覆盖情况的动态变化进

行建模是一个需要解决的问题，模型不仅需要捕捉城市空间位置表示的静态特征，

并且需要捕捉城市访问过程中覆盖状态变化导致的动态特征。

3.2 基于深度神经网络的覆盖旅行商问题建模

由问题分析可知，覆盖旅行商问题具有明显的序列特性，并且节点的状态在

决策过程中会发生动态变化，因此根据第二章的求解框架，适合采用指针网络模

型架构对该问题进行建模，并且需要将动态特性的处理机制加入到神经网络的模

型结构设计当中。

针对具有 n个城市的 CSP问题 s，模型的参数化表示如下，在 CSP中，城市

i的特征 xi 由其地理位置定义，即其 x坐标和 y坐标，解 π = (π1, . . . , πk, k ≤ n)

是城市子集的序号组合，解需要满足所有的城市都应该被访问或者被覆盖。为了

对 CSP问题进行求解，需要设计参数为 θ的深度神经网络模型，该模型以覆盖旅

行商问题 s的城市位置作为输入，输出序列 π，该模型策略定义为 p(π|s)，可以
实现 s到 π的映射：

pθ(π|s) =
k∏

t=1

pθ (πt|s,π1∼t−1) , k ≤ n. (3.1)

由于选择下一个城市的概率与之前已选择城市 π1∼t−1 的信息密切相关，即

具有明显的序列特性，因此本章采用指针网络模型架构对覆盖旅行商问题进行建

模，具体地，对模型的编码器和解码器结构均进行了特殊设计，提出了一种基于

动态嵌入的注意力模型，在编码器，采用了基于多头注意力机制的静态嵌入用于

处理问题的静态特征，并设计了一种动态嵌入用于处理问题的动态特征；在解码

器，结合了循环神经网络和注意力机制对解码器进行了重新设计，以提高模型表

现。接下来对该深度神经网络模型的结构进行详细介绍。

3.2.1 模型整体架构

本节对模型的整体架构和模型中的一些基本元素进行介绍。
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3.2.1.1 指针网络模型架构

采用深度学习方法对组合优化问题建模，首先需要对问题的输入进行处理，

以适合深度神经网络的输入结构，因此，给定节点 i的二维输入（例如其位置的

二维坐标），首先需要将其映射为一个高维向量，具体地，定义节点 i的初始特征

向量为维度为 dh的高维向量，是节点 i的问题输入（例如其位置的二维坐标）到

dh维的线性映射：

Xi = WXxi (3.2)

本章设定 dh = 128，该过程通过一个基于全连接神经网络的线性映射实现节

点特征向量的初步提取。

本章采用的指针网络模型架构如图 3.1所示。它的基本结构由编码器和解码

器串联而成。编码器用于将节点嵌入编码为 Vector，而解码器用于将 Vector解码为

输出序列。编码器或解码器均为神经网络，本章中解码器为循环神经网络 (RNN)，

编码器的具体设计将在后文介绍。在使用编码器对输入进行编码时，为每个城市 i

生成隐层向量 ei。这里，ei可以解释为城市 i的特征向量。编码器的输出是 Vector。

如图 3.1所示，Vector用作解码器 RNN的输入，解码过程顺序进行。Vector作

为初始隐层向量 d0，用于选择第一个访问的城市。下一个隐层向量 d1是解码器的

循环神经网络进行计算得到。在解码步骤 t中，城市选择的概率由编码器状态 dt−1

和每个城市的特征向量 ei计算。RNN读取选择城市的节点特征向量并输出当前解

码器状态 dt，然后用于下一个解码步骤。城市解码概率的计算通过如下方式计算。

ut
i = vT tanh (W1ei +W2dt) i ∈ (1, . . . , n)

P (yt+1|y1, . . . , yt, X) = softmax (ut)
(3.3)

其中 v,W1,W2是可学习的参数。在步骤 t中，可以选择概率最大的城市作为要访

问的城市。

例如，如图 3.1 所示，为了在解码步骤 t = 1 中选择第一个访问的城市，

u1
1, u

1
2, u

1
3根据式 (3.3)由 (d0, e1)、(d0, e2)和 (d0, e3)计算。选择 u1最大的一个，即

u1
2作为第一个城市，即城市 2。通过将城市 2的节点嵌入输入解码器 RNN，可以

得到 d1。在选择下一个城市的过程中，根据在 (d1, e1)、(d1, e2)和 (d1, e3)上应用

注意力计算公式，可以得到城市选择概率，此时可以选择概率最大的城市 1。该

过程一直循环直到构成一个完整解。通过离线方式对参数 v,W1,W2进行训练可以

实现问题的求解。
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图 3.1 求解覆盖旅行商问题的编码器 -解码器架构

3.2.1.2 自注意力机制

在上面的指针网络中，编码器的主要作用是在编码器中得到每个城市 i的特

征向量 ei。近年来随着注意力机制的发展，自注意力（Self-attention）计算模块可

以更好地提取问题的特征。自注意力机制是 Transformer模型[104] 的基本组件，它

是当前机器翻译等序列学习领域应用最广泛的模型之一。

为了对覆盖旅行商问题的特征进行更加有效的提取，本章将自注意力机制应

用到编码器的设计中，计算每个节点的自注意力值作为节点的特征向量。通过该

方式，每个节点 i的特征向量不仅涵盖了自身的特征，还涵盖了该节点与其他节

点之间的关系，这对于覆盖旅行商问题是尤为重要的，因为各个节点之间的距离

关系是一个重要的特征，因此，自注意力机制可以更加有效地捕捉问题的结构模

式，例如地理位置特征。

传统注意力机制可以通过另一种方式进行描述，例如式 (3.3) 中使用的注意

力机制，第 t步城市选择步骤中的 dt可以看作是一个“查询 query”，它包含已访

问城市的信息。每个城市 i的特征向量 ei 可以看作是“键 key”，注意力操作就是

通过 query对所有城市的 key进行查询，如果 key与城市 i的 query值更匹配，则

城市 i将获得更多的注意力，在式 (3.3) 中注意力值被表示城市选择的概率。

与式 (3.3)中的注意力计算方法不同，自注意力机制使用 Scaled Dot-Product

Attention注意力计算方式：注意力值由 query值 qt 和 key值 ki 的矩阵乘法 qT
t ki

计算得到。自注意力机制的工作原理是计算“输入序列”中每个节点相对于其他

节点的注意力值，并将节点 i的注意力值作为其特征向量。通过该方式，与原始

序列相比，处理后的序列不仅包含各节点自身的特征，还包含该节点与其他节点

之间的关系特征。

具体地，自注意力由 query和 key-value键值对进行计算，query和 key-value

键值对均由输入序列进行线性变换后构成，因此称为“自”注意力，如果 value的

key与 query更匹配，则为给与 value更多“注意力”。具体计算方法如下，首先计
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算 query、key和 value值，即输入序列的线性变换：

Q = WQX, K = WKX, V = W VX. (3.4)

其中WQ，WK，W V 为全连接神经网络的权重值，第 ith个节点的 query、key

和 value为：

qi = WQXi, ki = WKXi, vi = W VXi. (3.5)

第 i个节点自注意力值计算过程如图 3.2所示。首先，第 i个节点与其他节点

的关系特征由第 i个节点的 query与所有其他节点的 keys的匹配度函数计算得到：

qiK
T。获得的匹配度值作为权重并通过 softmax函数进行归一化。注意力值最终

计算为 values值V的加权和，其中权重为 qiK
T。因此，第 i个节点的注意力值是

qiK
TV，它与它的节点初始特征向量 Xi具有相同的维度（dh）。通过自注意力计

算，第 i个节点的注意力值不仅存储了它自己的特征，还存储了它与其他节点的

关系特征。

F(Q,K)Query1

s1

✖

Key1

a1

Value1

F(Q,K)

s1

✖

Key2

a1

Value2

F(Q,K)

s1

✖

Key3

a1

Value3

F(Q,K)

s1

✖

KeyN

a1

ValueN

SoftMax() to Normalize 

Attention 
Value + + +Output

图 3.2 自注意力计算过程示意图

在实际基于 GPU 的编程实现中，通过矩阵乘法同时计算所有节点的注意

力值：

Attention (Q,K, V ) = softmax

(
QKT

√
dk

)
V (3.6)

其中
√
dk 是缩放因子，dk 是 key的维度。
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3.2.1.3 多头注意力机制

可以将上述注意力计算过程执行多次，从而得到多个具有不同表现的特征，

这被称作多头注意力（Multi-Head Attention）。首先，将 dh 维特征向量截断为M

个 dh
M
维度的特征向量，每个特征向量采用不同的线性变换参数WQ，WK，W V

得到不同的 query、key和 value，从而通过自注意力机制得到M 个子特征向量，最

后，将M 个子特征向量进行拼接，得到最终的节点特征向量，该向量仍为 dh维，

该过程即为多头注意力计算方法。

通过在编码器中使用该多头注意力机制计算方法，可以提取到组合优化问题

更加多样的特征，从而捕捉问题丰富的结构模式特征。

3.2.2 编码器结构

模型由编码器和解码器构成，编码器的目的是为了输出每个节点的特征向量，

即产生每个节点的 key值。本章所提模型的 key由两部分组成：静态嵌入和动态

嵌入。

3.2.2.1 静态嵌入

静态嵌入代表组合优化问题的静态特征，例如覆盖旅行商问题中城市的地

理位置信息。静态嵌入的构造方法类似于文献 [105, 106]中针对 TSP问题的编码

过程，本章采用上节介绍的多头注意力机制来构造静态嵌入，具体构造过程如

图 3.3所示，详细介绍如下：

静态嵌入的计算架构由 N 个顺序连接的“注意力层”组成，每个“注意力层”

都具有相同的结构，通过串联的多个“注意力层”将节点特征向量顺序地进行 N

次处理。每个注意力层包含两个子层：第一个是多头注意力层，即采用上节介绍

的多头注意力机制进行节点特征向量的计算；第二个是基于全连接神经网络的前

馈层，用于增加模型深度。此外，每个子层都添加了残差连接[107]和层归一化，因

此，每个子层的输出为 Norm(x+ Sublayer(x))。

计算静态嵌入通过以下两个步骤：

Step 1. 首先将 dx 维城市坐标 (dx = 2)映射到 dh 维节点初始特征向量 (dh =

128)：

h
(0)
i = W xxi + bx. (3.7)

W x和 bx是可学习的参数。假设有 n个城市，则节点初始特征向量的形状为

n× dh。
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图 3.3 基于多头注意力机制的静态嵌入计算方法

Step 2. 如图 3.3所示，节点初始特征向量 h(0)通过 N 注意力层进行处理和更

新。ℓth层的节点特征向量计算如下：

htmp = Normℓ
(
h(ℓ−1) +MHAℓ

(
h(ℓ−1)

))
h(ℓ) = Normℓ

(
htmp + FFℓ (htmp)

) . (3.8)

Nth层输出的向量 h(N)是最终的节点特征向量，其中 h
(N)
i 是城市 i的 dh维静

态特征向量。

3.2.2.2 动态嵌入

节点的动态嵌入用于捕捉组合优化问题的动态特征。

节点的静态嵌入 h(N)可以直接作为旅行商问题[106]的 key值。然而，与旅行商

问题不同，在解码步骤中，覆盖旅行商问题中城市的状态不是静态不变的，这基

于如下事实：一旦某个城市被覆盖，它被选择访问的可能性就会降低，因为只需

要被覆盖就可以满足问题的约束；如果某个城市被覆盖的次数增加，它被访问的

可能性会进一步降低。因此在覆盖旅行商城市选择的马尔可夫决策过程中，每一

步动作均会引起部分节点覆盖状态的改变，而传统旅行商问题节点状态是不变的。

因此，将覆盖状态的概念引入到 key的构造中以进行 CSP问题的优化至关重要。

为了有效处理问题的动态特征，本章定义一个引导向量，每个节点 i的引导

向量 gi表征该节点的覆盖状态，并且 gi在每个解码步骤中进行动态更新。这区别

于传统基于深度强化学习的组合优化模型，例如指针网络模型中，节点状态在整
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个解码过程中保持不变，而本章所提方法通过设计动态嵌入来对问题的动态特征

进行有效提取，在每步解码过程中对节点状态进行动态调整，从而有效提高模型

的求解精度。

具体地，节点动态嵌入的计算过程如图 3.4所示，详细介绍如下：

假设在解码步骤 t中选择要访问的城市为 πt，则 C(πt)被定义为被 πt 覆盖的

城市集合。对以下数据进行计算：计算 C(πt)中的节点的数量，计为 NC(πt)；计算

C(πt)中的所有节点到 πt的欧几里得距离，并据此进行排序，C(πt)中的每个城市

都有一个排序索引 ci，范围从 1到 NC(πt)，其中 ci = 1表示城市 i最接近 πt，反之

亦然。

在解码过程开始时，所有城市的 gi值被初始化为 1：

gi = 1, i = 1, · · · , n. (3.9)

在每个解码步骤 t中，gi按照如下公式进行动态更新：

gi = gi ×
ci

NC(πt)

, i ∈ C(πt), i = 1, · · · , n. (3.10)

根据式 (3.10)，城市 i的动态特征由值 gi 表示，gi 根据节点的访问状态进行

更新，参考图 3.4，一旦节点 A被访问，节点 A周边节点（即 A所覆盖的节点）

的 gi值则会相应减小，减小的量根据它们与节点 A之间的距离决定，离节点 A最

近的节点的 gi值最小，如果某节点 i再次被其他节点覆盖，则该节点的 gi会进一

步降低。

因此，该引导向量包含每个节点的覆盖状态：它是否被覆盖，以及它与覆盖

它节点之间的距离，引导向量可以有效体现节点的覆盖信息，从而指导下一个城

市的选择，例如，如果某节点与被访问过城市之间的距离很近，那么该节点被选

中的概率可能会比较低。

但是在某些情况下，距离被访问城市近的节点也可能是较好的选择，不能根

据这个简单的经验观察对城市选择策略直接进行调整，相反地，应该通过参数化

的模型对该启发式经验知识进行学习，从而得到更加精确的策略。因此，模型没

有直接根据节点 i的 gi 值显式地降低城市 i的选择概率，而通过神经网络的参数

来学习如何利用 gi调整策略选择的概率，因此，将 gi通过神经网络参数WG线性

投影为 dh维的动态嵌入 Gi：

Gi = giWG (3.11)

由于 Gi在解码过程中动态变化，因此 Gi称为动态嵌入。静态嵌入 h(N)表示

城市的静态状态，即它们的空间位置，而动态嵌入 G表示它们的动态状态。然后
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city A is selected

city B is selected

Encoder
Embedding

static embedding

dynamic embedding

Encoder
Embedding

图 3.4 节点动态嵌入更新示意图

根据 h(N)和 G构造最终的 key：

ki = WKh
(N)
i Gi, i = 1 · · ·n (3.12)

其中 ki表示城市 i的 key，WK 是大小为 (dh × dh)的可学习权重，因此节点

状态在解码过程中动态变化，既包含其静态位置信息，又包含其动态覆盖特征。

通过这种方式，模型可以捕获问题的静态和动态模式，从而学习到更好的策略。

3.2.3 解码器结构

解码器主要用于 query值的构建，query值表征覆盖旅行商问题当前解的状态，

query值用于和编码器的 key值进行匹配度的计算，最匹配的 key所代表的节点将

被选择，因此 query值需要能够准确表征当前解的状态。

传统基于深度强化学习的组合优化模型的解码器一般为循环神经网络。本章

所提模型的解码器由两部分组成：循环神经网络和注意力机制。

3.2.3.1 循环神经网络

循环神经网络用于在第 t步解码过程输出 dt，包含了当前已访问节点的信息，

要选择下一个要访问的城市，自然地，需要考虑之前访问过的城市信息，由于循

环神经网络能够有效处理此类序列信息，因此采用循环神经网络对其进行建模，

LSTM是当前应用最广泛的循环神经网络模型，本章采用使用 LSTM循环神经网

络对 query值进行构建，LSTM模型以初始隐含层状态 h0、第 t步的输入 xt 作为
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模型输入，输出每步的隐层状态 ht，ht的计算过程 fLSTM 如下：

ft = σg (Wfxt + Ufht−1 + bf )

it = σg (Wixt + Uiht−1 + bi)

ot = σg (Woxt + Uoht−1 + bo)

c̃t = σc (Wcxt + Ucht−1 + bc)

ct = ft ◦ ct−1 + it ◦ c̃t

ht = ot ◦ σh (ct)

(3.13)

其中 W、U、b 等代表 LSTM 神经网络的参数，本章将编码器所计算得到

的节点特征向量的均值 h = 1
n

∑n
i=1 h

(N)
i 作为解码器 LSTM的初始隐藏状态，即

d0 = h。同时，将参数 v1作为解码器 LSTM的第一个输入，v1为可学习的神经网

络权重。在步骤 t > 1，解码器 LSTM的输入是上一步所选择的节点 πt−1 的编码

器特征向量 h
(N)
πt−1，因此解码器的计算过程如下：

ot, dt = fLSTM (It, dt−1) , d0 = h (3.14)

It =

{
v1 t = 1

h
(N)
πt−1 t > 1

(3.15)

dt是解码器 LSTM在解码步骤 t的隐层状态，它包含了先前选择的城市 π1∼t−1

的信息。由于 πt的选择很大程度上取决于 π1∼t−1，因此解码器所输出的 dt自然地

可以用来构建 query。

3.2.3.2 注意力机制

只采用 LSTM可以实现 query的构造，但是已访问城市 π1∼t−1 并不是决定 πt

的唯一因素。为了构建 query，还应该考虑已访问的城市与其他城市之间的关系。

例如，在旅行商问题中，离上次访问的城市更近的城市可能有更多的机会被选择，

但是在覆盖旅行商问题中，离上次访问的城市更近的城市由于被覆盖，被选择的

概率也会受到影响，因此存在一个复杂的关系，不需要人为地对这种影响关系进

行经验总结，而可以采用神经网络模型对该模式进行自动发现，因此为了使得表

征当前问题状态的 query更加精确，本章使用注意力机制进一步对 dt 进行处理，

方法如下所示：

qt = Attention(dt, K1, V1) = softmax

(
dtK

T
1√

dk

)
V1, (3.16)

其中 K1 和 V1 是编码器静态嵌入 h(N) 的线性变换。因此，用于选择 πt 的

query值 qt被定义为 dt和K1, V1键值对的注意力值。通过对 dt添加额外的注意力
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操作，获得的 query包含更丰富的信息：先前已访问城市的信息（由 dt表示）；以

及已访问城市和其他城市（由 h(N)表示）之间的关系特征。该注意力操作能够进

一步提取已访问城市和其他城市之间的位置关系，从而实现更加有效的查询。

3.2.4 注意力机制计算条件概率

上述内容对 query和 key的构造进行了介绍，根据第 t步的 query值 qt和所有

节点的 key值，可以计算第 t步城市选择的概率，即在所有 keyi, i = 1 . . . n中，最

匹配 qt的将被选为下一个要访问的城市。该计算过程通过注意力机制实现。

具体地，在第 t步解码过程中，本章采用 Scaled Dot-Product Attention方法基

于 query-key (qt, ki)计算所有城市 i = 1 · · ·n的选择概率：

ut
i =

qT
t ki√
dk

, (3.17)

其中
√
dk 是缩放因子，dk =

dh
M
。M 是多头注意力机制中注意力计算的次数。

同时采用 mask机制来避免被访问过的城市被再次选择：

ut
i =

{
−∞ if j ∈ π1∼t−1

qT
t ki√
dk

otherwise.
(3.18)

采用 softmax算子对上述概率进行正则化后，已选择城市的选择概率则为零。

最终城市选择的条件概率是通过如下 softmax运算实现：

pi =
eu

t
i∑n

j=1 e
ut
j

, i = 1, · · · , n (3.19)

假设使用贪婪策略根据计算得到的条件概率进行组合优化决策，则在解码步

骤 t，选择概率最大的节点 pi 进行访问，如果在训练阶段，通常根据条件概率进

行动作采样，即按照条件概率分布随机选择一个节点，在模型在线应用阶段则按

照贪婪策略进行动作选择。

综上，本章根据覆盖旅行商问题的特性设计了一种基于动态嵌入的注意力模

型，模型由编码器、解码器和注意力机制组成，编码器将组合优化问题的特征作

为输入，并输出节点特征向量。解码过程顺序进行，直到所有城市都被访问或覆

盖为止，选择的节点构成问题的解 (π0, π1, · · · )。

3.3 模型训练方法

给定一个组合优化问题实例 s，上节内容定义了由参数 θ 参数化的深度神经

网络模型，该模型可以通过式 (3.18)和式 (3.19)产生条件概率分布 pθ(π|s)。解 π|s
可以通过从 pθ(π|s)条件概率分布中采样得到。
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由于组合优化问题存在一个优化目标，例如覆盖旅行商问题的优化目标是最

小化路径总长度 L(π)，因此适合使用回合制的 REINFORCE算法 [108] 来对上述

深度神经网络模型进行训练，该算法使用基于回合制的蒙特卡洛方法来计算奖

励值，即一直执行该策略，直到构造得到一个完整解，此时计算总的路径长度

的负数作为奖励（-L(π)），即最小化路径长度。基于该定义，策略参数可以通过

state-action-reward来不断更新。

具体地，给定动作π|s和相应的奖励值 /损失函数L(π)，可以基于REINFORCE

算法 [108]，通过梯度下降来更新模型的参数 θ：

∇θL(θ) = Epθ(π|s) [∇ log pθ(π|s)L(π)]

θ ← θ +∇θL(θ).
(3.20)

组合优化解的构造需要从概率分布中采样大量动作，将总的路径长度作为奖

励，由于采样的不确定性以及每个回合中存在的大量采样过程，不同回合得到的

奖励存在很大的方差，该方差会使策略参数的梯度下降方向产生冲突，影响收敛

速度。为了减少策略参数更新的方差，通常引入基线值 b(s)来重写式 (3.20)中的

策略梯度更新公式：

∇θL(θ) = Epθ(π|s) [∇ log pθ(π|s)(L(π)− b(s))] . (3.21)

b(s)可以看作是用来评价策略的平均表现，如果当前策略的表现优于该平均

水平 b(s)，L(π)− b(s)为负数，则该策略受到正向激励（最小化该损失函数），如

果当前策略的表现劣于该平均水平 b(s)，L(π)− b(s)为正数，则该策略受到负向

激励。当前主流的方法是训练一个额外的神经网络来逼近 b(s)，即 Critic网络。它

的参数是通过训练过程中收集的 (s, L(π))进行训练。然而，文献 [106]指出，同

时训练由神经网络参数化策略和 Critic神经网络网络会产生收敛慢的问题，因此

本章采用文献[106] 中提出的 greedy rollout baseline方法来计算 b(s)，它在实验中被

证明优于基于 Critic神经网络的训练方法。

具体地，不需要设计额外的神经网络来计算 b(s)，本章中，给定一个组合优

化问题实例 s，b(s)定义为利用基准策略 pθ∗ 对该问题实例 s进行求解得到的组合

优化解的路径长度，求解过程中对概率分布的采样方式为贪婪策略。基准策略 pθ∗

是在训练过程中迄今为止最好的模型，即在每个训练周期结束时在验证集上进行

策略评价，一旦当前策略优于当前的基准策略，则用当前模型替换基准策略，从

而使得基准策略为训练至今最优的模型，b(s)即当前最优的策略表现，通过该基

准表现对策略梯度更新进行优化。

算法3.1概述了该改进的 REINFORCE训练算法，算法采用 Adam优化器 [109]。
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通过这种方式，如果采样的解决方案 π比当前最优模型的贪婪表现更好，那么该

策略被加强，反之亦然。因此该方法能够使得策略参数稳定地向最小化路径长度

的方向进行更新。

算法 3.1基于 REINFORCE的强化学习训练方法

算法输入: 训练集 X , 一次训练的样本数（batch size）B, 训练轮数（number of

epochs）, Nepoch,每轮训练步数 Nsteps

1: 初始化当前策略的神经网络参数和基准策略的神经网络参数：θ,θ∗ ← θ

2: for epoch← 1 : Nepoch do

3: for step← 1 : Nstep do

4: 从训练集 X 中随机产生 B个批训练个体 si, i ∈ 1, . . . , B。
5: πi ← pθ(si).以随机采样的方式执行该策略，即对神经网络参数

进行前向传播计算得到条件概率分布，以随机采样的方式选择
动作。

6: π∗
i ← pθ∗(si).以贪婪采样的方式执行基准策略。

7: 计算当前策略和基准策略产生组合优化解的路径长度 L (πi) −
L (π∗

i )。
8: ∇L ←

∑B
i=1 (L (πi)− L (π∗

i ))∇θ log pθ (πi)

9: 计算 ∇L，根据 Adam优化算法对参数 θ进行更新。
10: end for

11: 在验证集上对当前策略 pθ 和基准策略 pθ∗ 进行验证。
12: if pθ 表现优于 pθ∗ then

13: θ∗ ← θ

14: end if

15: end for

3.4 实验结果与讨论

为了验证本章所提基于深度强化学习的复杂单目标组合优化方法在求解覆盖

旅行商问题上的有效性，本节在 20、50、100、200和 300规模的覆盖旅行商问题

上进行实验验证，首先将该方法与当前业界最优的基于深度强化学习的组合优化

方法进行实验比较，并进一步与当前在覆盖旅行商问题上使用最广泛的启发式基

准方法进行比较，从而对所提方法的有效性进行全面的验证。

3.4.1 实验设置

3.4.1.1 实验对比算法

选取以下三个基于深度强化学习的组合优化方法与本章所提方法（Attention-

dynamic）进行实验对比：
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• 指针网络模型 [92]（PN）。

• 具有动态嵌入的指针网络模型 [110]（PN-dynamic）。

• 注意力模型 [106]（Attention）。

指针网络模型 [92] 是第一个可以有效解决组合优化问题的深度学习模型，该

方法在当前基于深度强化学习的组合优化研究中作为常用作基准方法。具有动态

嵌入的指针网络模型[110] 旨在解决在决策过程中问题状态发生改变的 VRP问题，

有与 CSP相似的动态特征，因此选取该模型作为第二个对比模型。注意力模型
[106] 是当前最先进的基于深度强化学习的组合优化方法，它在解决各种组合优化

问题上取得了当前最优的效果。因此选择上述算法进行实验对比。

在深度学习技术出现之前，启发式方法是解决 CSP的主要方法。因此，除

了深度学习方法，还采用启发式方法进行实验对比。LS1和 LS2 [96] 是当前覆盖

旅行商问题研究中常用作比较基准的方法 [96–98, 100]。由于所有深度学习模型都在

Python平台上运行，并且网络上没有公开的 LS1/LS2源代码，因此基于 Python语

言对 LS1/LS2进行了实现，从而保证实验对比的公平性。代码严格按照文献[96]编

写，并且进行了开源1。

3.4.1.2 模型超参数设置

表 3.1列出了模型训练的超参数，针对本章所提模型和所有基于深度学习的

对比算法，均使用如下超参数：批量大小为 256、节点向量维度为 128、编码器 -

解码器的隐层向量维度为 128。均使用 Adam优化器 [109] 以 10−4 的固定学习率进

行模型训练。

在训练阶段，随机生成 320,000个覆盖旅行商问题作为训练集，模型训练执行

50个轮次，覆盖旅行商问题按照如下方式随机生成：城市位置从 [0,1]的均匀分布

中随机采样，每个城市可以覆盖的邻近城市的数量设置为 7（number of covering,

NC）。NC在模型训练时设置为固定数量 7，测试时可以设置为任意数量，这也进

一步验证了模型的泛化能力，泛化能力的实验验证在第3.4.4章中进行了讨论。论

文使用相同的参数和数据集来训练所有神经网络模型，并采用原论文 [96] 中推荐

的超参数运行 LS1和 LS2方法。

3.4.1.3 模型实现方法

所有模型均采用 Python实现，实验均在 Python中进行，实验平台的参数为：

GTX 2080Ti GPU和 Intel 64GB 16 Cores i7-9800X的 CPU，并且模型代码开源 2以

复现实验结果并促进未来的研究。

1https://github.com/kevin031060/CSP_Attention/tree/master/LS
2https://github.com/kevin031060/CSP_Attention
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表 3.1 实验参数设置

参数 值 参数 值

批量大小 256 隐层维度 128

训练轮次 50 多头注意力特征个数 8

每轮次的训练集规模 320000 编码器层数 3

优化器 Adam 学习率 1e-4

3.4.1.4 模型评估方法

本章采用随机生成的 100个覆盖旅行商问题对模型的性能进行评估，性能指

标为 100个解的平均路径长度。由于对比算法 LS1和 LS2需要较长的执行时间，

因此只生成 100个实例进行测试，文献[105] 证明，针对基于深度学习的组合优化

方法，在得到解之后再通过一个简单的局部搜索可以有效地提高神经组合模型获

得的解的质量，因此本节采用简单的局部搜索对模型解进行进一步改进，从而在

不严重增加求解耗时的情况下提高解的质量，因此算法运行时间是神经网络模型

的推理时间和局部搜索的执行时间的总和。

通过上述的实验设置进行实验，以验证所提出方法的学习能力、优化能力和

泛化能力。

3.4.2 模型学习能力验证

首先验证本章所提方法（Attention-dynamic）在模型训练阶段的学习能力。

图 3.5比较了本章所提方法、PN、PN-dynamic和 Attention模型在训练过程的

模型收敛性能，采用独立于训练集的验证集的平均路径长度作为在训练阶段模型

评估的指标。图 3.6进一步展示了训练后期各个模型的指标值。

可见 Attention-dynamic在收敛速度和收敛能力方面明显优于当前的基于深度

强化学习的组合优化方法。PN和 Attention模型收敛能力明显弱于本章所提方法，

因为它们没有考虑城市覆盖状态的动态信息；虽然 PN-dynamic模型考虑了问题

的动态特征，但该方法收敛速度明显慢于 Attention-dynamic，因为本章使用的多

头注意力机制可以有效地提取覆盖旅行商问题的特征，从而有助于模型更快的收

敛，并且取得比 PN-dynamic模型更强的收敛能力。通过对比可以发现本章所提方

法在训练过程上展现出更加稳定、样本效率更高的优势，具有很强的收敛速度和

收敛能力。

表 3.2概述了所有模型的训练时间，可见基于指针网络的模型不仅性能较差，

而且需要较长的训练时间。本章所提方法可以节省高达 75%的训练时间，同时

显示了比 PN-dynamic模型更强的收敛性能。使用单个 RTX2080Ti GPU在 CSP50、
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图 3.5 验证集对比模型训练表现
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图 3.6 验证集对比模型训练表现（最终阶段）

表 3.2 训练 100个 mini-batch训练时间对比

Method CSP50 CSP100

PN 85.6 176.2

PN-dynamic 107.5 237.8

AM 26.3 45.9

AM-dynamic 32.6 52.6

CSP100和 CSP200实例上训练本章所提方法分别需要 3.6小时、5.8小时和 11.3

小时。
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3.4.3 模型求解能力验证

为了评估模型的优化性能，本节对所提模型（Attention-dynamic）在小规模的

CSP任务（CSP20、CSP50、CSP100）和大规模的任务（CSP150、CSP200、CSP300）

的模型表现进行评估，采用如下实验方法：在 CSP50实例上训练的模型用于求解

随机生成的 CSP20和 CSP50测试问题；在 CSP100实例上训练的模型用于求解随

机生成的 CSP100和 CSP150测试问题；在 CSP200实例上训练的模型用于求解随

机生成的 CSP200和 CSP300测试问题。通过实验发现，如果使用在 CSP20上训

练的模型来求解 CSP300问题时，基于深度学习的模型性能均会显著下降，因此

本节采用上述的实验设置进行模型性能评估。

采用如下指标对模型的优化性能进行评估：1）Cost：模型输出解所计算得到

的平均路径长度；2）Gap：该模型的 Cost与最佳求解器 Cost之间的最优性差距；

3）Time：模型求解时间。

表 3.3 和表 3.4 分别列出了本章所提方法和对比算法在小规模 CSP 任务

（CSP20、CSP50、CSP100）和大规模 CSP任务（CSP150、CSP200、CSP300）上

的性能，表的第一部分列出了启发式对比方法的实验结果，第二部分列出了深度

学习模型的实验结果，实验结果分析如下。

3.4.3.1 与传统深度学习方法实验对比结果

由表 3.3和表 3.4可见，本章所提方法在所有覆盖旅行商测试问题上均优于传

统的基于深度强化学习的组合优化方法 PN、PN-dynamic和 Attention，并且优化

能力的提升明显。传统深度学习方法与与启发式求解器的优化能力存在很大差距，

Attention-dynamic极大地缩小了该优化能力的差距，虽然与启发式求解器之间仍

然存在优化能力的差距，但是求解速度获得了极大地提升。

3.4.3.2 与传统启发式方法实验对比结果

进一步地，对本章所提方法结合局部搜索（AM-dynamic(LS)）与传统启发式

搜索方法进行对比，本章所提方法的求解时间为深度神经网络模型的推理时间和

局部搜索时间的总和。实验对比结果如表 3.3和表 3.4的第三部分所示。可见，进

行简单的局部搜索，可以在不急剧增加求解时间的情况下提升组合优化解的质量，

该结果与 [105]中实验结果一致。

表 3.3和表 3.4的实验结果表明，本章所提方法可以实现接近 LS1等传统启发

式求解器的优化性能（除 CSP20之外，本章方法在所有 CSP测试问题上与传统启

发式算法的最优性差距不超过 2%）。尽管仍然存在优化能力的差距，但本章所提

方法求解速度比启发式方法快得多：在使用额外局部搜索的情况下，它比传统启

发式算法 LS1&LS2快 20到 40倍，在不使用局部搜索的情况下，比 LS1&LS2快
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表 3.3 本章所提方法在小规模 CSP问题上与传统方法的实验对比结果

Method
CSP20 CSP50 CSP100

Cost Gap Time/s Cost Gap Time/s Cost Gap Time/s

LS1 1.87 8.09% 4.24 2.57 0.00% 15.04 3.58 0.00% 88.85

LS2 1.73 0.00% 6.55 2.67 3.89% 21.61 3.69 3.07% 107.98

PN 4.27 146.82% 0.019 7.85 205.45% 0.027 12.05 236.59% 0.042

PN-dynamic 2.15 24.28% 0.011 3.29 28.02% 0.015 4.68 30.73% 0.033

AM 2.23 28.90% 0.014 3.87 50.58% 0.041 5.02 40.22% 0.064

AM-dynamic 1.89 9.25% 0.014 2.75 7.00% 0.032 4.08 13.97% 0.063

AM-dyna (LS) 1.85 6.94% 0.5 2.64 2.72% 0.71 3.65 1.96% 2.66

表 3.4 本章所提方法在大规模 CSP问题上与传统方法的实验对比结果

Method
CSP150 CSP200 CSP300

Cost Gap Time/s Cost Gap Time/s Cost Gap Time/s

LS1 4.28 0.00% 331.45 4.86 0.00% 755.77 5.93 0.00% 2637.55

LS2 4.49 4.91% 362.28 5.16 6.17% 695.77 6.34 6.91% 2428.75

PN 16.25 279.67% 0.087 22.54 363.79% 0.117 29.68 400.51% 0.228

PN-dynamic 6.47 51.17% 0.042 8.44 73.66% 0.076 11.17 88.36% 0.128

AM 6.11 42.76% 0.102 8.28 70.37% 0.162 10.52 77.40% 0.291

AM-dynamic 5.19 21.26% 0.071 6.01 23.66% 0.082 7.62 28.50% 0.106

AM-dyna (LS) 4.34 1.40% 7.99 4.93 1.44% 4.93 5.98 0.84% 85.08

数千倍。

值得注意的是，本章所提方法是在与测试问题不同的数据集上进行训练的，

上述结果是在没有重新训练的情况下直接将模型应用于具有不同城市位置、维度

的测试问题上，因此本章所提方法和传统启发式求解器之间存在轻微性能差距

是合理的。此外，实验结果表明了本章所提方法在快速求解能力和泛化能力上的

优势。

另外，启发式求解器通常需要一个停止搜索的标准，例如设置进行固定次数

的搜索或者当目标值持续一定时间不发生改变则停止搜索，在这种情况下会造成

额外的求解时间，因此需要进行更加公平的实验对比。同时，求解时间和优化能

力之间的权衡很难进行量化，虽然极大缩短了求解时间，但是同时也造成了优化

能力的下降。
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因此，为了更加公平、直观、科学地对本章所提方法的有效性进行验证，本节

进一步设计了控制实验，将所有对比算法执行到相同的优化水平，对其相同优化能

力下的求解时间进行比较。具体实验设置如下：将本章所提方法 AM-dynamic(LS)

获得的目标值设置为基准 Cost，启发式方法在优化过程中的目标值一旦达到或超

过该基准 Cost就立即停止，此时记录它们的算法求解时间，该求解时间 StopTime

即为达到相同优化能力所需要的求解时间，实验结果在表 3.5中列出。

从实验结果可以明显看出，如果所有模型都达到相同的优化水平，本章所提

方法比传统启发式求解器快 10倍以上，证明了本章所提方法比传统方法具有明显

的优势。

表 3.5 对比算法在达到相同优化水平所需求解时间的对比

LS1 LS2 AM-dynamic (LS)

Cost StopTime Cost StopTime Cost StopTime

CSP50 2.619 2.35 2.642 11.14 2.641 0.78

CSP100 3.632 27.69 3.742 71.43 3.656 2.71

CSP150 4.332 128.64 4.476 290.66 4.337 8.07

CSP200 4.93 327.59 5.086 559.48 4.932 22.14

CSP300 5.98 1295.65 6.26 2697.78 5.972 85.25

3.4.3.3 实际问题数据集实验对比结果

上述为本章所提方法在随机生成的虚拟测试问题上的表现，本节对 Attention-

dynamic方法在实际数据集上的有效性进行测试。

文献中通常采用 TSPLIB 构建覆盖旅行商问题[96–98]，具体构建方法为，将

CSP测试问题的城市位置设置为 TSPLIB数据集 3 [111]中给定的城市位置，设置每

个节点能够覆盖的周围节点的数量（NC）为 7。

为了进行公平的实验对比，仍然采用上节所述的控制实验，即通过执行对比

算法至相同的优化水平，比较各个算法的执行时间。表 3.6展示了该实验结果。可

以看出，所提出的方法在大多数 TSPLIB实例上都超过了传统启发式算法 LS1，在

小规模实例上，启发式方法的效果会相对好一些，但是在大规模实例上需要非常

长的求解时间。

值得注意的是，该实验所用模型是在从均匀分布生成的问题实例上训练的，

而 TSPLIB实例不是均匀分布的，这种数据分布的差异是本章所提模型在 TSPLIB

实例上的性能比在随机生成的实例上的性能稍差的原因，但是仍然可以看出，本

3http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/tsp/
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章所提方法具有明显的求解速度和优化能力的优势。

表 3.6 本章所提方法在 TSPLIB数据集上与传统方法的实验对比结果

NC=7 NC=11

Methods LS1 AM-dynamic LS1 AM-dynamic

Instances Cost Time/s Time/s Cost Time/s Time/s

ulysses22 2.253 0.24 0.63 1.916 2.71 0.41

berlin52 2.812 0.19 0.44 2.678 0.19 0.39

st70 2.925 3.13 1.05 3.22 0.3 0.45

pr76 3.488 5.27 1.39 3.158 0.3 0.46

eil76 3.142 30.63 1.18 3.051 0.29 0.49

rat99 3.722 1.16 2.23 3.23 2.09 1.52

rd100 3.622 13.35 1.61 2.991 42.01 1.39

kroA100 3.738 2.34 1.63 2.974 16.25 1.53

kroB100 3.704 2.42 2.38 2.976 29.29 1.76

kroC100 3.791 1.82 1.54 2.984 47.28 1.58

kroD100 3.619 5.9 1.41 2.972 13.28 1.24

kroE100 3.951 3.21 3.36 2.911 2.93 1.5

eil101 3.726 7.77 2.8 2.996 21.05 1.82

lin105 3.854 23.66 1.2 3.495 1.11 1.31

pr124 3.804 5.89 2.26 3.386 23.25 1.72

ch130 4.551 7.16 3.52 3.681 24.69 2.06

pr136 4.048 56.11 3.76 4.007 1.03 1.73

pr144 4.902 11 2.11 4.519 2.94 2.08

kroA150 4.343 9.08 4.34 3.572 39.86 3.85

kroB150 4.318 30.89 4.53 3.821 1.64 2.55

ch150 4.124 64.6 5.07 3.587 8.41 4.82

pr152 4.771 2.61 4.1 4.051 26.18 1.81

u159 4.522 216.34 7.1 3.729 99.22 4.22

rat195 5.146 25.97 11.22 4.159 355.49 8.16

d198 3.823 91.84 73.36 3.474 118.69 73.97

kroA200 5.09 230.92 9.12 4.346 5.06 5.33

kroB200 4.845 430.32 11.03 3.981 43.11 6.22

gr202 4.199 152.49 39.5 3.477 94.98 19.71

ts225 6.088 533.87 15.47 5.061 4.14 5.78

tsp225 5.184 23.79 15.87 4.288 19.79 11.87
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pr226 4.596 19.93 7.86 4.102 10.55 5.02

pr264 4.634 200.33 158.78 4.234 237.57 135.15

a280 5.763 38.39 30.6 4.517 450.32 20.09

pr299 6.352 29.9 15.83 5.076 830.77 17.23

linhp318 6.143 525.8 29.78 5.125 874.1 23.12

lin318 6.143 514.02 29.03 5.125 873.01 23.35

rd400 7.08 1730.51 242.52 5.613 1182.48 65.34

pcb442 7.241 1927.87 622.64 5.771 1023.9 588.03

3.4.4 模型泛化能力验证

本节对模型泛化能力进行验证，探索模型一旦训练完成，能否对不同类型的

覆盖旅行商问题进行求解。具体地，首先将模型在 NC=7的 CSP训练集上进行训

练（每个城市覆盖其七个最近的邻居城市），然后将该模型用于求解以下不同类型

的覆盖旅行商问题：

• 首先利用在 NC=7的问题上训练得到的模型求解具有不同 NC的 CSP任务。

表 3.7和表 3.8分别给出了不同规模的 NC=7、11和 15的 CSP测试问题的

实验结果，为每个问题随机产生 100个测试实例用于测试，实验结果取平

均值。

• 在上述 CSP任务中，每个城市都覆盖了相同数量的周围城市。进一步地，对

每个城市可以覆盖不同数量城市的 CSP任务进行测试。为此，随机生成每个

城市的NC值，在NC=7训练集上训练得到的模型用于求解该问题。表 3.9和

表 3.10给出了该测试问题在不同规模上的实验结果，每个问题均随机产生

100个测试实例用于测试。

• 仍然使用该模型，对另一类 CSP问题进行求解：每个城市都有一个固定的

覆盖半径，半径内的所有城市都被覆盖，而不是覆盖指定数量的城市。并

且对固定覆盖半径和可变覆盖半径的 CSP问题均进行测试。固定覆盖半径

的 CSP问题的半径设置为固定值 0.2，可变覆盖半径的 CSP问题的半径从

[0,0.25]中随机产生。表 3.9和表 3.10给出了该测试问题在不同规模上的实

验结果，每个问题均随机产生 100个测试实例用于测试。

表 3.7和表 3.8的实验结果表明，当模型泛化到具有不同 NC值的 CSP任务

时，本章所提方法的性能略有下降，对于 NC=11和 NC=15的测试问题，优化精

度差距分别超过了 3%和 2%。但是与传统启发式方法相比，本章所提方法仍然能

够得到优化精度差距很小的近似最优解，同时所需的求解时间要少得多。
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可以发现，在 NC=15的 CSP100测试问题上，本章所提方法存在一个较大的

优化精度差距，这与 NC=7的 CSP20测试问题的实验结果相似（与其他测试实例

相比，模型在该测试问题下存在较大的 6.94%的优化精度差距），可见在小规模问

题上传统启发式方法具有更好的表现，而在大规模问题上本章所提方法具有更强

的性能。

表 3.7 模型在不同固定 NC值的小规模 CSP问题上的泛化表现

NC Method
CSP100 CSP150

Cost Gap Time/s Cost Gap Time/s

7

LS1 3.58 0.00% 88.85 4.28 0.00% 331.45

LS2 3.69 3.07% 107.98 4.49 4.91% 362.28

AM-dynamic (LS) 3.65 1.96% 2.66 4.34 1.40% 7.99

11

LS1 2.94 0.00% 69.6 3.51 0.00% 230.38

LS2 3.03 3.06% 55.92 3.69 5.13% 144.77

AM-dynamic (LS) 3 2.04% 2.69 3.61 2.85% 5.92

15

LS1 2.58 0.00% 57.88 3.09 0.00% 170.93

LS2 2.64 2.33% 35.69 3.21 3.88% 96.37

AM-dynamic (LS) 3.02 17.05% 1.12 3.17 2.59% 4.22

表 3.8 模型在不同固定 NC值的大规模 CSP问题上的泛化表现

NC Method
CSP200 CSP300

Cost Gap Time/s Cost Gap Time/s

7

LS1 4.86 0.00% 755.77 5.93 0.00% 2637.55

LS2 5.16 6.17% 695.77 6.34 6.91% 2428.75

AM-dynamic (LS) 4.93 1.44% 4.93 5.98 0.84% 85.08

11

LS1 4.01 0.00% 557.82 4.93 0.00% 1015.65

LS2 4.22 5.24% 343.93 5.22 5.88% 810.56

AM-dynamic (LS) 4.15 3.49% 8.29 5.02 1.83% 28.45

15

LS1 3.53 0.00% 214.22 4.25 0.00% 1379.24

LS2 3.65 3.40% 425.66 4.44 4.47% 720.74

AM-dynamic (LS) 3.6 1.98% 12.32 4.33 1.88% 35.26

表 3.9和表 3.10的实验结果表明，本章所提方法可以成功地泛化到到不同类

型的覆盖旅行商问题上。
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表 3.9 模型在其他不同类型小规模 CSP问题上的泛化表现

CSP tasks Method
CSP50 CSP100

Cost Gap Time/s Cost Gap Time/s

可变 NC

LS1 2.34 0.00% 5.62 2.96 0.00% 18.76

LS2 2.36 0.85% 5.33 3.02 2.03% 22.53

AM-dynamic (LS) 2.54 8.55% 0.36 3.01 1.69% 1.56

固定半径

LS1 2.94 0.00% 17.63 2.96 0.00% 49.1

LS2 3.13 6.46% 21.4 3.04 2.70% 57.58

AM-dynamic (LS) 2.96 0.68% 1.52 2.99 1.01% 1.48

可变半径

LS1 3.71 7.85% 17.84 3.41 0.59% 53.09

LS2 3.76 9.30% 20.53 3.62 6.78% 47.24

AM-dynamic (LS) 3.44 0.00% 1.43 3.39 0.00% 9.56

表 3.10 模型在其他不同类型大规模 CSP问题上的泛化表现

CSP tasks Method
CSP150 CSP200

Cost Gap Time/s Cost Gap Time/s

可变 NC

LS1 3.65 0.00% 93.25 4.14 0.00% 175.68

LS2 3.77 3.29% 67.65 4.27 3.14% 128.65

AM-dynamic (LS) 3.7 1.37% 2.82 4.2 1.45% 6.52

固定半径

LS1 2.93 0.00% 119.34 2.93 0.00% 237.54

LS2 3.01 2.73% 87.78 2.96 1.02% 124.57

AM-dynamic (LS) 2.99 2.05% 2.42 2.97 1.37% 4.55

可变半径

LS1 3.29 0.00% 81.28 3.17 0.63% 115.38

LS2 3.56 8.21% 63.33 3.46 9.84% 85.21

AM-dynamic (LS) 3.31 0.61% 6.35 3.15 0.00% 3.45

首先，对于不同城市可以覆盖不同城市数量的 CSP任务，本章所提模型仍然

表现出了良好的性能。对于除 CSP50之外的所有 CSP测试实例，本章方法的最优

性差距始终在 2%以内。本章所提方法在 CSP50问题上出现的性能差的问题与上

部分的实验发现一致，即在小规模问题上传统方法表现更好。

图 3.7对该类型 CSP问题进行了可视化，分别展示了本章所提方法以及传统

LS1方法求解每个城市可以覆盖随机数量城市的 CSP问题的结果，该实验中，每

个城市的 NC值随机生成，可以看出，两种方法得到的路径只有两个城市的顺序

不同，这导致了本章提出方法的性能比 LS1略差。但是从实验结果可以看出，本
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(a) Attention-dynamic-LS (3.03) (b) LS1 (2.96)

图 3.7 覆盖城市数量可变的覆盖旅行商问题的解路径对比

(a) Attention-dynamic-LS (3.28) (b) LS1 (3.16)

图 3.8 固定覆盖半径的覆盖旅行商问题的解路径对比

章所提方法的求解时间远快于传统启发式方法，只需要牺牲较小的优化精度。

其次，从表 3.9和表 3.10的实验结果可以看出，模型可以成功地泛化到覆盖

半径可变的 CSP问题以及固定覆盖半径的 CSP问题，尽管该模型没有针对这些类

型的 CSP任务进行训练，但它仍然可以成功地对这些问题进行求解，在大部分问

题上均可以得到近似最优解，求解速度远快于传统方法。图 3.8和图 3.9分别可视

化了固定覆盖半径和可变覆盖半径 CSP问题的测试结果，可以看出，本章所提方

法和传统启发式方法得到的解具有很大相似性，但是本章所提方法的求解速度具

有明显优势。

可见，本章所提方法能够得到覆盖旅行商问题的近似最优解，求解速度远快
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(a) Attention-dynamic-LS (3.26) (b) LS1 (3.41)

图 3.9 可变覆盖半径的覆盖旅行商问题的解路径对比

于传统启发式方法，并且仅在 NC=7的 CSP问题上训练的模型可用于求解各种类

型的 CSP任务，具有很强的泛化能力和在线优化优势。这种泛化能力主要是通过

论文所设计的动态嵌入来实现的，多种类型的覆盖旅行商问题均可以抽象为动态

嵌入的动态特征：一旦一个城市被覆盖，它被选中的概率就会由神经网络模型参

数动态调整，从而能够解决多种覆盖旅行商问题。

通过以上实验，可以看出本章所提方法具有以下优势：

• 优化能力：针对具有动态复杂特性的大规模覆盖旅行商问题，本章所提出的
方法明显优于近年来业界最优的基于深度强化学习的组合优化方法。

• 求解速度：本章所提方法相对于传统启发式求解器，在牺牲较少优化性能的
情况下，求解速度可以提升 20倍以上；在达到相同优化水平的情况下，求

解速度快 10倍以上。实现了算法求解时间和解的最优性之间的权衡。

• 学习能力：传统的求解器通常依赖大量专家经验进行启发式规则设计，无法
学习问题实例之间的统计相似性。所提出的方法可以对相似问题之间的特征

进行学习，从而具有很强的泛化能力，模型一旦训练完成，可以用来求解任

意生成的具有不同规模、不同城市空间坐标的新问题，只要新问题与训练集

属于相同的类别。

• 泛化能力：所提出的方法还可以泛化到不同类型的覆盖旅行商问题，一旦模
型训练好，可以用来求解以下不同类型的覆盖旅行商问题：每个城市覆盖相

同个数的城市、每个城市覆盖任意随机个数的城市、相同半径内的城市均被

覆盖、任意随机半径内的城市均被覆盖等，而无需重新训练模型。
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3.5 本章小结

当前基于深度强化学习的组合优化方法主要针对小规模、简单的组合优化问

题进行研究，本章对基于深度强化学习的复杂单目标组合优化方法进行研究，针

对具有复杂动态特性的覆盖旅行商问题进行研究，提出了一种基于深度强化学习

的覆盖旅行商组合优化方法，设计了一种基于动态嵌入的注意力模型，采用多头

注意力机制处理问题的静态特征，采用动态嵌入处理问题的动态特征，并采用改

进的 REINFORCE强化学习算法以无监督的方式进行离线训练。通过大量实验对

比可以发现，本章所提方法求解速度快、泛化能力强。与传统求解器相比，达到

相同优化精度的情况下，求解速度快 10倍以上，并且显著优于当前最先进的组合

优化深度学习方法，同时，模型一旦训练完毕，可以求解任意其他类型的覆盖旅

行商问题，无需重新训练，具有很强的应用潜力，适用于在线路径优化等实时决

策应用。
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第四章 基于深度强化学习的多目标旅行商组合优化方法

当前采用深度学习技术求解组合优化问题的方法均针对“单目标组合优化问

题”，很少有研究采用深度学习方法对传统“多目标组合优化问题”进行求解，而

多目标问题广泛存在与实际生产、交通、通信、军事等实际领域中，本章率先对

基于深度强化学习的多目标组合优化方法开展了研究，提出了一种基于深度强化

学习的多目标旅行商组合优化方法，填补了该领域的空白。

4.1 多目标旅行商问题

多目标组合优化问题（Multi-objective Combinatorial Optimization Problem,

MCOP）广泛存在于实际应用当中，多目标组合优化问题即需要同时优化两

个或多个目标的组合优化问题。不失一般性，该问题定义如下：

minx f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fM(x))

s.t. x ∈ D,

G(x) ≥ 0

(4.1)

其中 f(x)由M 个不同的目标函数组成，D代表整数域的决策空间。由于M 个目

标通常相互冲突，因此多目标优化通常需要找到一组在各个目标上互相权衡的解，

即帕累托最优解。

多目标组合优化问题的一个典型的例子是多目标旅行商问题（MOTSP），给

定 n个城市和M 个从城市 i到 j 的目标函数，需要找到最小化M 个目标函数的

一组帕累托最优解，多目标旅行商问题的定义如下，寻找一条长度为 n的路径，

该路径经过 n个城市各一次，以同时最小化M 个不同的目标函数：

min zk(ρ) =

n−1∑
i=1

ckρ(i),ρ(i+1) + ckρ(n),ρ(1), k = 1, . . . ,M (4.2)

其中 ckρ(i),ρ(i+1)是从城市 ρ(i)到城市 ρ(i+1)的第 k个目标函数,在实际应用中，目

标函数可以定义为路径长度、安全指数或者舒适度等。单目标旅行商问题是典型

的 NP难问题，因此多目标旅行商问题的求解更加困难。

在过去的几十年中，多目标进化算法 (Multi-objective Evolutionary Algorithms,

MOEAs)被广泛用于求解多目标组合优化问题，它们采用基于种群的方式进行解

空间的探索，从而可以通过一次算法运行得到一组非支配解集。NSGA-II [112] 和

MOEA/D [113] 是该领域最广泛应用的多目标进化算法，这两种算法也已成功应用

于求解多目标旅行商问题[114–116]。

其他启发式搜索方式例如 Lin-Kernighan搜索 [117] 和 2-opt局部搜索 [118] 等也
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常被应用于求解该类问题，这些方法基于专家经验，设计不同的启发式算子对多

目标旅行商问题进行求解，这类方法包括帕累托局部搜索方法 (PLS) [119]、多目标

遗传局部搜索算法 (MOGLS) [120]以及其他类似的变体[121–123]，更多求解多目标组

合优化问题的方法可参考综述 [124]。

多年来，进化算法和其他启发式搜索算法是求解多目标组合优化问题的主要

方法。然而，这些算法采用迭代的方式进行解空间的探索，面临多种局限[124–126]：

首先，为了寻找近似最优解，特别是在问题维数较大的情况下，通常需要大量的

迭代进行种群更新或迭代搜索，从而导致算法求解慢甚至无法求解；其次，一旦

问题稍有变化，例如改变了多目标旅行商问题的城市坐标，需要重新执行算法来

求解该问题，因此很难进行在线实时优化，并且算法通常只针对某个特定问题，

算法的设计需要大量专家知识和试错成本[127]。值得注意的是,“多目标 (深度)强

化学习”的概念[91, 128] 很早就被提出并且存在部分文献对其进行研究,但是其研究

的是如何设计具有多个奖励信号的强化学习算法,例如如何利用强化学习算法控

制潜艇寻找目标[128],其中需要最大化寻找到目标的数量和最小化寻找的时间,其

研究的主体是多目标强化学习算法,而不是如何利用强化学习方法解决传统的多

目标优化问题。

在该背景下，本章对基于深度强化学习的多目标组合优化方法开展了研究，

提出了一种基于深度强化学习的多目标旅行商组合优化方法，采用端到端的方

式输出帕累托最优解，无需迭代搜索，从而可以实现多目标组合优化问题的快速

求解。

4.2 基于深度神经网络的的多目标旅行商问题建模

由于旅行商问题具有典型的序列特征，因此可以通过指针网络模型对旅行商

问题进行建模，但是多目标旅行商问题具有明显的挑战，需要设计一个有效的机

制能够以端到端的方式输出问题的帕累托最优解集，而不是仅仅输出单个解，为

了解决该问题，本章采用分解策略和基于领域的参数迁移策略对多目标组合优化

问题进行建模，首先采用分解策略[113] 将多目标优化问题分解为多个子问题，每

个子问题都基于指针网络模型建模为一个神经网络，然后根据基于邻域的参数迁

移策略和强化学习训练算法对所有子问题的神经网络参数进行协同优化，从而实

现多目标组合优化问题的求解。

4.2.1 分解策略

分解策略是解决多目标优化问题的一种经典方法，大量多目标优化算法采用

分解策略进行方法设计，例如MOGA[129]、MOEA/D、MOEA/DD [130]和 NSGA-III
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[131]。本章采用分解策略对多目标旅行商问题进行建模，将多目标旅行商问题分解

为一组标量的优化子问题，以协同优化的方式对子问题进行求解，得到针对每个

子问题的最优解，所有子问题的解构成原问题的的帕累托前沿（Pareto Front, PF）。

采用广泛使用的Weighted Sum [132] 方法对原问题进行分解，也可以应用其他

方法，例如 Chebyshev方法和基于惩罚的边界交叉（PBI）方法 [133, 134] 对多目标

优化问题进行分解。本章采用的分解方法如下：首先给定一组均匀分布的权重向

量 λ1, . . . , λN，例如针对双目标旅行商问题，权重向量为 (1, 0), (0.9, 0.1), . . . , (0, 1)

，这里 λj = (λj
1, . . . , λ

j
M)T，其中M 代表目标的数量。因此原多目标旅行商问题

可以通过Weighted Sum方法转换为 N 个标量优化子问题，第 j 个子问题的目标

函数如下[113]所示：

minimize gws(x|λj
i ) =

M∑
i=1

λj
ifi(x) (4.3)

因此帕累托前沿可以由通过解决 N 个子问题得到的 N 个解构成，该过程如

图 4.1所示，虚线代表子问题优化的方向,通过式 (4.3)将原问题分解为 N 个子问

题，并进一步采用深度神经网络对子问题进行建模，从而实现多目标组合优化问

题的求解。

subproblem1
subproblem2

subproblemN

Target solution

PF

Reference direction

Weight

图 4.1 分解策略示意图

4.2.2 基于邻域的参数迁移策略

为了采用深度强化学习方法解决每个子问题，需要将子问题建模为深度神经

网络，然后对 N 个标量优化子问题通过基于邻域的参数迁移策略以协同优化的方

式进行求解，基于领域的参数迁移策略介绍如下

根据式 (4.3)可以观察到，对于两个相邻的子问题，由于它们的权重向量是相

似的，因此它们的最优解相似[113]，根据该事实，每个子问题都可以借鉴其相邻子
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问题的信息来解决。

图 4.2 基于邻域的参数迁移策略示意图

由于本章中的子问题被建模为深度神经网络，因此第 (i− 1)个子问题的神

经网络模型参数可以表示为 [ωλi−1 ,bλi−1 ]，[ω∗,b∗]表示已经最优的神经网络模

型参数，[ω,b]表示尚未优化的神经网络模型参数。假设第 (i− 1)个子问题被求

解，即其神经网络参数已优化至接近最优，那么可以将第 (i− 1)个子问题的模型

参数 [ω∗
λi−1 ,b

∗
λi−1 ]设置为第 i个子问题神经网络模型的初始参数，从该初始参数

开始进行训练，即将邻域子问题的神经网络模型参数迁移到下个相邻子问题上，

从而极大降低模型训练时间，存在多种迁移方式，本章中采用最基础的参数迁移

方法，即神经网络参数按顺序地从前一个子问题迁移到下一个子问题，该过程如

图 4.2所示。

如果不采用该基于邻域的参数迁移策略，训练 N 个建模为神经网络模型的子

问题将会需要大量时间，无法进行实际应用，本章所采用的基于邻域的参数迁移

策略使得该多目标组合优化方法能够实际应用。

因此，每个子问题都由深度神经网络进行建模，子问题通过强化学习方法进

行求解，所有子问题都可以通过参数迁移策略进行协同优化，通过得到的神经网

络模型集合即可对帕累托前沿进行端到端的输出。结合分解策略和基于邻域的参

数迁移策略，基于深度强化学习的多目标组合优化方法流程如算法 4.1所示。

该方法的明显优势是其模块化和易用性，不仅可以应用于多目标旅行商问题

中，还可以将任意基于深度学习的单目标组合优化模型[106, 135] 集成到该方法里，

只需要对子问题的模型进行替换，便可以求解任意的多目标组合优化问题，一旦

模型训练完毕，可以通过神经网络模型直接输出问题的帕累托前沿。分解策略和

参数迁移策略是该方法的外环结构，接下来需要对分解后的标量子问题进行建模。
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算法 4.1基于深度强化学习的多目标组合优化方法流程

算法输入: 基于深度神经网络模型对子问题进行参数化建模，模型参数为M =

[w,b],权重向量为 λ1, . . . , λN

算法输出: 神经网络模型最优参数M∗ = [w∗,b∗]

1: [ωλ1 ,bλ1 ]← Random_Initialize

2: for i← 1 : N do

3: if i == 1 then

4: [ω∗
λ1 ,b∗

λ1 ]← Optimize([ωλ1 ,bλ1 ], gws(λ1))

5: else

6: [ωλi ,bλi ]← [ω∗
λi−1 ,b

∗
λi−1 ]

7: [ω∗
λi ,b

∗
λi ]← Optimize([ωλi ,bλi ], gws(λi))

8: end if

9: end for

10: return [w∗,b∗]

11: 给定多目标旅行商问题的输入，通过模型 [w∗,b∗]直接输出问题的帕累托前沿

4.2.3 多目标旅行商子问题建模

多目标旅行商问题具有序列特性，因此可以采用指针网络模型[135] 对多目标

旅行商问题的子问题进行建模，并采用强化学习算法对模型参数进行训练。本节

对经典指针网络[135] 模型进行修改，以适应多目标组合优化问题的子问题结构，

实现对子问题的建模。

首先介绍该子问题神经网络网络模型的输入和输出结构：输入是 X
.
=

{si, i = 1, · · · , n}，其中 n是城市的数量。每个 si 由一个元组 {si = (si1, · · · , siM)}
表示。sij 是用于计算第 j 个目标函数的第 i个城市的属性。例如，si1 = (xi, yi)表

示第 i个城市的 x坐标和 y坐标，用于计算两个城市之间的距离。

以双目标问题为例，假设两个目标函数均由欧几里得距离[124] 定义。那么子

问题的模型输入结构如图 4.3 所示，即输入是四维的，对于 n个城市则有 4×n个

输入，模型的输出是城市的排列 Y = {ρ1, · · · , ρn}。
进一步地，采用条件概率的链式法则将输入 X 映射到输出 Y：

P (Y |X) =

n∏
t=1

P (ρt+1|ρ1, · · · , ρt, Xt) . (4.4)

首先选择任意城市作为 ρ1，在每个解码步骤 t = 1, 2, · · · 中，从可用城市集
合Xt中选择 ρt+1，每次访问城市时都会更新可用城市Xt，其中式 (4.4) 代表根据

ρ1, · · · , ρt选择下一个城市的概率。
根据上述多目标旅行商子问题的模型输入、输出定义，本节采用改进的指针
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City 1 City n
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…
Objective 1

Objective 2

(four-dimensional input)

…
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City 2

图 4.3 子问题模型输入结构

网络模型对子问题进行建模[135]，编码器将输入序列编码为包含问题信息的定长

向量，根据该定长向量，解码器将向量解码为输出序列，模型的架构如图 4.4所

示，其中左侧部分是编码器，右侧部分是解码器，模型详述如下。

4.2.3.1 编码器设计

编码器用于将输入序列压缩为向量，传统编码器为循环神经网络，但是由于

城市的坐标并不存在序列信息 [135]，即输入序列中城市的顺序没有意义，因此没

有必要采用循环神经网络对问题输入进行编码，而且循环神经网络的训练和输出

耗时严重，针对本章所提出的多目标组合优化框架，由于存在大量神经网络参数，

因此降低神经网络训练和计算的耗时是一个重要的问题，因此本节不采用循环神

经网络作为编码器。而采用一个简单的全连接神经网络将问题输入映射为节点特

征向量，从而降低模型复杂度、降低计算成本。

具体地，采用双层全连接神经网络将子问题的输入编码为维度为 dh的高维节

点特征向量 e，本节中 dh = 128，如图 4.4所示，输入通道的数量等于子问题输入

的维度。例如，针对两个目标均定义为欧几里得距离的双目标旅行商问题，问题

的输入为四维，如图 4.3所示，因此输入通道的数量是 4，编码器最终得到一个

n× dh 向量，其中 n表示城市数量。值得注意的是，该全连接神经网络参数在所

有城市之间共享，因此无论有多少个城市，每个城市都共享相同的参数集，这些

参数将城市信息编码为高维向量，因此编码器对问题的规模具有鲁棒性。

4.2.3.2 解码器设计

解码器用于将存储输入信息的高维向量以顺序的方式展开为输出序列。与编

码器不同，解码器中需要采用循环神经网络进行建模，因为需要汇总先前选择城

市 ρ1, · · · , ρt 的信息，以便做出 ρt+1 的决策。因此需要采用具有序列记忆能力的

循环神经网络。
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图 4.4 基于指针网络的子问题模型结构

但针对多目标组合优化问题，需要尽量缩小模型计算复杂度以降低 N 个神经

网络模型的训练和推理的计算压力，因此本节采用 GRU循环神经网络[88] 作为解

码器，该模型具有与 [135]中原始指针网络采用的 LSTM循环神经网络相似的性

能，但 GRU的参数更少，GRU循环神经网络的计算方法如下：

zt = σg (Wzxt + Uzht−1 + bz)

rt = σg (Wrxt + Urht−1 + br)

ĥt = ϕh (Whxt + Uh (rt ⊙ ht−1) + bh)

ht = (1− zt)⊙ ht−1 + zt ⊙ ĥt

(4.5)

其中W,U, b代表该模型的参数，ht为解码器每一步的输出，用来计算节点选

择的概率。需要注意的是，GRU模型不直接用于输出子问题的解序列，解码器在

第 t步解码过程中输出的隐层状态 dt用于存储先前选择城市 ρ1, · · · , ρt的信息，然
后 dt 和编码器得到的节点特征向量 e1, · · · , en 一起用于计算下一步城市选择的条
件概率 P (yt+1|ρ1, · · · , ρt, Xt)。这个计算是通过注意力机制来实现的，如图 4.4所

示，为了在步骤 t+ 1选择下一个城市，首先通过解码器获得隐层状态 dt，代表当

前解的状态，基于注意力机制结合 e1, · · · , en计算下一步选择各个城市的概率。
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4.2.3.3 注意力机制

采用如下注意力计算方法对下一步节点选择的概率进行计算：

ut
j = vT tanh (W1ej +W2dt) j ∈ (1, . . . , n)

at = softmax
(
ut
)

ct =

n∑
i=1

aite
i

ũj
t = vTc tanh (Wc [ej; ct]) j ∈ (1, . . . , n)

P (ρt+1 | ρ1, · · · , ρt, Xt) = softmax
(
ũj
t

)
(4.6)

其中 v,W1,W2,Wc是全连接神经网络的参数。

传统指针网络直接采用 at作为节点选择的概率，但是由于本章所设计的编码

器结构采用简单的全连接神经网络进行节点特征向量的提取，因此会降低特征的

表示精度，因此本章在注意力计算过程中，借鉴自注意力机制的计算方法，即对

输入信息进行注意力加权从而提高节点特征向量表示能力，利用 at对原节点特征

向量 e进行加权得到加权后向量 ct，从而获得更加丰富的节点特征向量表示，最

后利用参数化的神经网络Wc 对 ct 和 e进行整合，从而计算得到最终的节点选择

概率。

该注意力计算过程相对于增加了一次注意力计算深度，中间层借鉴了基于自

注意机制的特征提取的想法提高了节点特征向量的表示能力，通过该过程，只增

加了Wc 参数，没有对模型复杂度进行很大的增加，弥补了为降低模型复杂度对

编码器进行简单设计而导致的精度损失。

在解码过程中，dt 是计算 P (ρt+1|ρ1, · · · , ρt, Xt)的关键变量，因为它存储了

已选城市 ρ1, · · · , ρt 的信息，对于每个城市 j，其 ũt
j 由 dt 及其编码器隐层状态 ej

计算   ，如图 4.4所示。使用 softmax算子对 ũt
1, · · · , ũt

n进行归一化，最终可以最终

获得在步骤 t选择每个城市 j 的概率，可以采用贪婪策略选择下一个城市，例如

在图 4.4中，城市 2的 P (ρt+1|ρ1, · · · , ρt, Xt)最大，因此被选为下一个访问城市。

但在训练过程中，不采用贪婪策略选择概率最大的城市，而是通过从模型输出的

条件概率分布中进行随机抽样。

通过以上方法，采用分解策略将多目标旅行商问题分解为多个标量子问题，

采用改进的指针网络模型对子问题进行建模，最后结合基于邻域的参数迁移策略

和强化学习方法对子问题模型进行训练，从而得到最终的模型。
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4.3 模型训练方法

借鉴邻域子问题的相似特征，采用基于邻域的参数迁移策略对模型训练过程

进行加速，每个子问题模型均采用强化学习方法进行训练，从而以协同优化的方

式实现所有子问题模型的训练。子问题模型采用类似于文献 [135, 136]所采用的

Actor-critic强化学习方法进行训练。但是由于文献 [135, 136]的方法是用来训练单

目标旅行商模型，而本章需要对多目标旅行商问题的子问题进行训练，因此对模

型训练过程进行调整，具体训练算法如算法 4.2所示，模型训练过程介绍如下。

训练过程中需要同时对两个神经网络进行训练：1）Actor神经网络，即本章所

提出的改进的指针网络模型，用于给出选择下一个动作的概率分布；2）Critic神

经网络，给定一个问题实例，用于评估该问题的预期目标值，即路径长度。Critic

神经网络采用与 Actor神经网络编码器相同的架构，然后增加两个全连接层将编

码器的隐层状态映射为单维输出，用于对问题的目标值进行近似。

训练以无监督的方式进行，在训练期间，从分布 {ΦM1 , · · · ,ΦMM
}中随机生

成多目标旅行商问题实例，这里M表示城市的不同输入特征，比如城市的位置或
者城市的安全指数。例如，对于双目标旅行商问题，假设两个目标都由欧几里得

距离定义，则M1和M2都是坐标值，这种情况下 ΦM1 和 ΦM2 均为 [0, 1]× [0, 1]

的均匀分布。

对 Critic神经网络的参数 ϕ与 Actor神经网络的参数 θ进行优化的过程如下。

首先，对于每个子问题，按照算法4.1，基于参数迁移策略对当前子问题模型的参

数进行初始化。其次，每回合从 {ΦM1 , · · · ,ΦMM
}中采样N 个问题实例进行训练。

对于每个训练问题实例，使用具有当前参数 θ的 Actor网络来生成当前问题的解，

并且根据该解和目标函数计算方法，计算其M 个目标值 Rk
i，以当前子问题的权

重向量 λ计算加权求和后的当前子问题的目标值 Rk
i。同时，使用具有当前参数 ϕ

的 Critic网络对该问题实例 Xk
0 的目标值进行近似 V

(
Xk

0 ;ϕ
)
。最后，基于策略梯

度方法，根据式 (4.7)进行 Actor神经网络以及 Critic神经网络参数的更新：

dθ ← 1

N

N∑
k=1

(
Rk − V

(
Xk

0 ;ϕ
))
∇θ logP

(
Y k | Xk

0

)
dϕ← 1

N

N∑
k=1

∇ϕ

(
Rk − V

(
Xk

0 ;ϕ
))2

θ ← θ + ηdθ

ϕ← ϕ+ ηdϕ

(4.7)
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V (Xn
0 ;ϕ)代表由 Critic神经网络计算得到的第 n个子问题的目标函数近似值，

通过减少实际目标值和近似值之间的差异来优化 Critic神经网络的参数。

算法 4.2子问题模型 Actor-Critic强化学习训练算法

算法输入: θ, ϕ ←按照算法 4.1对子问题模型参数基于参数迁移策略进行初始化，
当前子问题的权重向量 λ

算法输出: 子问题模型最优参数 θ∗, ϕ∗

1: for iteration← 1, 2, · · · do

2: 从分布 {ΦM1 , · · · ,ΦMM
}中生成 T 个多目标旅行商问题训练实例

3: for k ← 1, · · · , T do

4: t← 0

5: while not terminated do

6: 根据模型输出的条件概率分布 P
(
ρkt+1|ρk1, · · · , ρkt , Xk

t

)
进

行节点选择决策 ρkt+1

7: 更新 Xk
t 至 Xk

t+1

8: end while

9: 对于多目标优化问题的M 个目标
10: for i← 1, · · · ,M do

11: 计算当前解的第 i个目标函数值 Rk
i

12: end for

13: 根据子问题权重向量以Weighed Sum方式计算 Rk =
∑M

i=1 λiR
k
i

14: end for

15: dθ ← 1
N

∑N
k=1

(
Rk − V

(
Xk

0 ;ϕ
))
∇θ logP

(
Y k|Xk

0

)
16: dϕ← 1

N

∑N
k=1∇ϕ

(
Rk − V

(
Xk

0 ;ϕ
))2

17: θ ← θ + ηdθ

18: ϕ← ϕ+ ηdϕ

19: end for

一旦子问题模型训练完毕，就可以通过对神经网络模型的前向传播直接输出

多目标旅行商问题的帕累托最优解集。编码器前向计算的时间复杂度为 O(dhn)，

其中 dh 为隐含层向量的维度，解码器前向计算的时间复杂度为 O(d2hn)，其中

O(d2h)是循环神经网络的近似时间复杂度。因此，使用该方法解决多目标组合优

化问题的近似时间复杂度为 O(Nnd2h)，其中 N 是子问题的数量，由于神经网络模

型的前向传播速度非常快，因此总是可以在合理的时间内获得问题的解。
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4.4 实验结果与讨论

4.4.1 实验设置

为了验证本章基于深度强化学习的多目标旅行商组合优化方法（DRL-MOA）

的有效性，分别在 2、3、5个优化目标的旅行商问题上进行测试，并对高达 500

个节点的问题进行测试，所有实验均在单个 GTX 2080Ti GPU上进行，代码基于

Python编写，并且进行开源 1 以对实验结果进行复现。同时，用于对比的多目标

进化算法均在标准软件平台 PlatEMO2[137] 上实现，采用 MATLAB编写，用于对

比的MOGLS启发式算法采用 Python3编写，所有对比算法都在具有 64GB内存的

Intel 16核 i7-9800X CPU上运行。

4.4.1.1 测试问题

为了验证所提方法的有效性，采用以下两种多目标旅行商问题进行测试 [124]：

欧几里得测试问题：欧几里得测试问题是求解 MOTSP [124] 的常用测试问题，

该测试问题的两个目标函数都由欧几里德距离定义：第一个目标由两个城市 i, j

实际地理坐标之间的欧式距离定义；城市 i和城市 j 的第二个目标值由另一组虚

拟坐标定义，该目标值代表城市 i, j之间的诸如安全系数、舒适度等指标。因此输

入是四维的，输入结构如图 4.3所示。

混合测试问题：为了测试本章所提模型具有适应不同输入结构的能力，进一
步对具有三维输入的混合测试问题进行模型验证。这里，第一个目标函数仍然由

代表真实城市位置的两点之间的欧几里得距离定义，它是一个具有 x坐标和 y坐

标的二维输入。此外，从城市 i到 j 的第二个目标函数由一维输入定义，因此混

合测试问题具有三维输入。

4.4.1.2 测试方法

作为无监督的训练方法，强化学习在训练过程中只需要组合优化问题的输入

信息和目标值的计算方法，不需要最优路径作为标签。因此从 [0, 1]的均匀分布

中，随机生成四维输入的欧几里得实例和三维输入的混合实例，训练集所有问题

的城市规模为 40。

使用 TSPLIB库[111] 中的标准 TSP测试问题 kroA和 kroB构建欧几里得测试

实例 kroAB100、kroAB150和 kroAB200，这是常用的多目标旅行商问题的测试实

例[123, 124]，kroA和 kroB是两组不同的城市位置，用于计算由欧几里得距离定义的

1https://github.com/kevin031060/RL_TSP_4static
2http://bimk.ahu.edu.cn/index.php?s=/Index/Software/index.html
3https://github.com/kevin031060/Genetic_Local_Search_TSP
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目标函数。对于混合测试实例，采用从 [0, 1]均匀分布中随机生成的 40、70、100、

150和 200三维问题输入构建得到混合实例的测试集。

模型在 40个城市的MOTSP实例上进行训练，用于求解 40个、70个、100个、

150个、200个以及 500个城市的多目标旅行商问题。

4.4.1.3 实验参数设置

子问题的模型参数设置如表 4.1所示。Dinput表示输入的维度，例如欧几里德

测试实例的 Dinput = 4。在解码器中使用隐层维度为 128的单层 GRU循环神经网

络，Critic神经网络的隐层维度也设置为 128。

表 4.1 子问题模型参数设置，MLP为全连接神经网络

Actor神经网络 (指针网络)

Encoder: MLP(Dinput, 128)

Decoder: GRU(hidden size=128, number of layer=1)

Attention(No hyper parameters)

Critic神经网络

MLP(Dinput, 128)

MLP(128, 20)

MLP(20, 20)

MLP(20, 1)

使用 Adam 优化器 [109] 以 0.0001 的学习率和大小为 200 的 mini-batch 训练

actor和 critic神经网络模型，采用 Xavier初始化方法 [138] 初始化第一个子问题的

权重。

进一步地，从第二个子问题的训练开始，子问题的权重采用基于邻域的参数

迁移策略进行初始化。

此外，训练不同类型的模型需要不同规模的测试集。与混合 MOTSP问题相

比，欧几里得MOTSP问题的输入维度更大，因此模型需要更多的参数来优化，每

次迭代需要更大规模的训练集。因此，生成 500,000个问题实例来训练欧几里德

MOTSP问题，生成 120,000个实例来训练混合MOTSP问题。所有问题实例均从

[0, 1]的均匀分布中生成，并用于 5个 epoch的训练，由于采用了基于邻域的参数

迁移策略，因此只需要少量回合的训练模型即可收敛。训练混合 MOTSP问题大

约需要 3个小时，训练欧几里得 MOTSP问题大约需要 7个小时，模型训练成功

第 84页



国防科技大学研究生院博士学位论文

后，可以直接输出问题的帕累托前沿。

本节将 DRL-MOA方法与文献中常用的多目标进化算法 NSGA-II和MOEA/D

进行实验对比，并与求解多目标旅行商问题的经典启发式方法 MOGLS进行实

验对比。NSGA-II 和 MOEA/D 的最大迭代次数分别设置为 500、1000、2000 和

4000。NSGA-II和 MOEA/D的种群规模设置为 100。DRL-MOA的子问题数也设

置为 100，此外，在最终得到的问题的解集中只保留了非支配解。

4.4.2 混合测试问题实验结果

首先在 40城市规模的混合类型双目标 TSP问题上进行模型训练，然后使用

该模型来求解 40、70、100、150和 200城市规模的混合双目标 TSP测试问题。

图 4.5、4.6、4.7、4.8可视化了所有对比算法在各个测试问题上得到的帕累托

前沿。可以观察到，本章设计的模型虽然只在 40规模的问题上进行了训练，但是

可以有效地扩展到具有不同城市数量的多目标组合优化问题上，在 70个、100个、

150个和 200个城市规模的测试问题上表现出了良好的性能。此外，表 4.2给出了

各个算法的 Hypervolume（HV）性能指标和求解时间，所有实验结果都通过独立

执行五次算法并取平均值得到。

如图 4.5所示，所有对比算法都可以很好地解决小规模多目标旅行商问题，针

对传统的多目标进化算法，在 40城市规模的测试问题上，可以通过增加迭代次数

使得 NSGA-II和 MOEA/D表现出很好的收敛能力，但是增加迭代次数会导致额

外的求解时间。例如 4000次迭代对于 MOEA/D需要 130.2秒，对于 NSGA-II需

要 28.3秒，而本章所提方法只需要 2.7秒，因此本章所提方法在达到相似的优化

水平的情况下，可以极大地降低求解时间。

从图 4.6、4.7、4.8可以看出，随着城市数量的增加，NSGA-II和MOEA/D逐

渐难以收敛，而 DRL-MOA表现出明显更好的收敛能力。

对于图 4.6中的 100城市规模的测试问题，MOEA/D通过在 140.3秒内进行

4000次迭代，可以在收敛能力方面表现出比其他方法稍好的性能，然而本章所提

方法输出的帕累托前沿与MOEA/D相比具有更好的多样性。

对于图 4.7和图 4.8中给出的 150、200节点的测试问题，本章所提方法在收

敛性和多样性方面明显优于 NSGA-II和 MOEA/D。尽管 NSGA-II和 MOEA/D进

行了 4000次迭代搜索（相当多的迭代次数，文献中通常只进行几百次迭代），但

DRL-MOA仍然表现出比他们更加好的优化性能。

如表 4.2所示，与其他算法相比，DRL-MOA总是能够得到最优的 HV指标值，

并且本章所提方法求解速度更快，该实验结果验证了本章所提方法 DRL-MOA的

有效性。相对于传统的多目标进化算法，它的优化能力和求解时间不会随着城

市数量的增加而出现明显恶化。相比之下，在求解大规模多目标组合优化问题
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图 4.5 算法在 40城市混合类型双目标 TSP问题上的帕累托前沿
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(b) DRL-MOA和MOEA/D

图 4.6 算法在 100城市混合类型双目标 TSP问题上的帕累托前沿

时，NSGA-II和 MOEA/D无法在短时间内实现算法收敛。并且本章所提方法与

NSGA-II和MOEA/D相比，能够获得多样性更加好的帕累托前沿。

4.4.3 欧几里得测试问题实验结果

其次对第二类欧几里得问题进行测试，同样的，在 40节点的双目标 TSP问题

上进行模型训练，该模型用于求解 40、70、100、150和 200城市规模的测试问题，

对于 100、150和 200城市规模的测试问题，采用经典的的 kroAB100、kroAB150

和 kroAB200测试集 [124]，表 4.3给出了多目标优化的 HV指标和求解时间。
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图 4.7 算法在 150城市混合类型双目标 TSP问题上的帕累托前沿
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(a) DRL-MOA和 NSGA-II
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图 4.8 算法在 200城市混合类型双目标 TSP问题上的帕累托前沿

图 4.9、图 4.10和图 4.11可视化了 DRL-MOA算法在 kroAB100、kroAB150

和 kroAB200测试问题上的解。对于 kroAB100，通过将 NSGA-II和MOEA/D的迭

代次数增加到 4000，可以达到与 DRL-MOA相似的收敛水平，MOEA/D的性能稍

好一些，但是MOEA/D在多样性方面表现最差，并且需要大量求解时间。

当城市数量增加到 150和 200时，DRL-MOA在收敛性和多样性方面都显著

优于 NSGA-II和MOEA/D，从图 4.10和图 4.11可见，尽管 NSGA-II和MOEA/D

进行了 4000次迭代，但它们的优化性能与 DRL-MOA仍然存在明显差距。

从表 4.3给出的 HV指标可见，DRL-MOA在所有测试问题上都表现最好，并
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表 4.2 算法在不同规模混合双目标 TSP问题上的实验结果

40-city 70-city 100-city 150-city 200-city

HV Time/s HV Time/s HV Time/s HV Time/s HV Time/s

NSGAII-500 1282 4.1 3866 4.2 7186 4.6 15158 5.7 26246 6.5

NSGAII-1000 1345 7.0 4042 9.6 7717 8.7 16313 12.6 27557 11.9

NSGAII-2000 1366 13.3 4146 16.8 8218 16.3 17283 21.4 29206 23.3

NSGAII-4000 1404 28.3 4434 32.7 8597 33.2 18267 40.5 31647 51.2

MOEA/D-500 1251 17.0 3878 17.7 7367 18.5 15796 20.5 26548 21.8

MOEA/D-1000 1305 34.5 4048 35.2 7796 35.9 16838 40.6 28851 41.9

MOEA/D-2000 1324 65.2 4166 68.5 8261 73.2 17833 79.4 30785 85.5

MOEA/D-4000 1346 130.2 4235 136.0 8471 145.2 18644 157.6 32642 169.2

DRL-MOA 1398 2.7 4668 4.7 9647 6.6 22386 10.1 40354 12.9

表 4.3 算法在不同规模欧几里得双目标 TSP问题上的实验结果

40-city 70-city 100-city 150-city 200-city

HV Time/s HV Time/s HV Time/s HV Time/s HV Time/s

NSGAII-500 1498 3.8 4446 4.1 8738 4.3 18487 5.2 31430 5.9

NSGAII-1000 1547 7.2 4643 7.7 9119 8.1 19491 9.6 33424 11.0

NSGAII-2000 1587 13.4 4798 15.7 9577 15.6 20116 20.1 35261 23.3

NSGAII-4000 1596 26.7 4874 29.5 9816 31.8 21395 40.2 36375 54.1

MOEA/D-500 1485 16.4 4438 17.1 8851 18.5 18941 20.3 32540 21.2

MOEA/D-1000 1494 33.6 4576 34.3 9256 36.5 19897 39.7 34842 42.4

MOEA/D-2000 1525 65.2 4703 69.5 9594 71.7 20723 78.6 36253 84.8

MOEA/D-4000 1512 130.3 4781 135.2 9778 141.7 21522 156.9 37687 168.2

DRL-MOA 1603 2.6 5150 4.5 10773 6.3 24567 9.4 44110 12.9

且DRL-MOA的运行时间远低于比较MOEA。增加MOEA/D和NSGA-II的迭代次

数可以提高它们的优化性能，但会导致大量的求解时间。MOEA/D需要 150多秒

才能达到可接受的收敛水平，NSGA-II进行 4000次迭代大约 30秒，但是 NSGA-II

的性能始终是对比算法中最差的。而本章所提方法总是可以在最短的求解时间内

达到最好的优化水平，实现多目标旅行商问题的快速精准求解。

最后，对模型在 500城市规模的测试问题上的性能进行测试。该模型仍然

是在 40城市规模的测试问题上进行训练，它用于求解 500城市规模的测试问题，

图 4.12给出了该实验结果。可见，DRL-MOA的优化性能和求解速度明显优于经

典的多目标进化算法，而且该性能差距比在小规模问题上的差距更大。
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(b) DRL-MOA和MOEA/D

图 4.9 算法在 100城市 KroAB100问题上的帕累托前沿
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(a) DRL-MOA和 NSGA-II
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图 4.10 算法在 150城市 KroAB150问题上的帕累托前沿

4.4.4 高维多目标测试问题实验结果

上述实验均为两目标旅行商问题的实验结果，本节进一步对本章所提方法在

高维多目标问题上的性能进行测试，具体地，在三目标和五目标的旅行商问题上

进行实验对比。模型仍然在 40城市规模的测试问题上进行训练，并用于求解 100

个 200城市规模的测试问题。三目标的测试问题构建方法为：类似于混合测试问

题，组合两个二维输入和一个一维输入。五目标的测试问题构建方法为：类似于

混合测试问题，组合三个二维输入和两个一维输入。

三目标和五目标的实验对比数据在表 4.4 中给出，三目标的实验结果在
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(b) DRL-MOA和MOEA/D

图 4.11 算法在 200城市 KroAB200问题上的帕累托前沿
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图 4.12 算法在 500城市欧几里得双目标 TSP问题上的帕累托前沿

图 4.13和图 4.14中进行可视化。可以观察到，DRL-MOA在所有 100和 200城市

的 TSP问题上都明显优于传统的多目标进化算法，并且 DRL-MOA在 200节点测

试问题上的表现明显优于在 100节点测试问题上的表现，可见本章所提方法在大

规模、高维多目标组合优化问题上具有较好的优化性能。

4.4.5 与启发式搜索方法的实验对比结果

本节将 DRL-MOA与启发式局部搜索方法进行进一步的实验对比。上述多目

标进化算法是求解多目标优化问题的通用算法，由于组合优化问题的特殊性质，
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图 4.13 算法在 100城市三目标 TSP问题上的帕累托前沿
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图 4.14 算法在 200城市三目标 TSP问题上的帕累托前沿

为提高求解组合优化问题的优化精度，文献中也存在一些专门为了求解多目标组

合优化的启发式局部搜索算法。Ishibuchi和Murata首次提出了一种用于专门求解

多目标组合优化问题的的多目标遗传局部搜索算法（MOGLS）[139]，该方法是求

解多目标组合优化问题的经典方法，Jaszkiewicz等人[140] 进一步对 MOGLS进行

改进，专门用于求解多目标旅行商问题，其性能明显优于原始的MOGLS算法。因

此，为了进一步评估本章所提方法的性能，本节将 DRL-MOA与改进的 MOGLS

进行实验对比研究。

近年来局部搜索方法已得到广泛的研究，学者们根据专家经验设计了大量启

发式算子来提升算法在特定问题上的求解精度，这些算法针对某一类特定的问题
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表 4.4 算法在不同规模三目标和五目标 TSP问题上的实验结果

3-objective CSP 5-objective CSP

100-city 200-city 100-city 200 -city

NSGAII-500 7.63E + 05 5.09E + 06 5.00E + 09 1.31E + 11

NSGAII-1000 7.72E + 05 5.41E + 06 5.19E + 09 1.42E + 11

NSGAII-2000 8.25E + 05 5.56E + 06 5.51E + 09 1.57E + 11

NSGAII-4000 8.53E + 05 5.98E + 06 6.12E + 09 1.64E + 11

MOEA/D-500 7.74E + 05 5.63E + 06 5.55E + 09 1.53E + 11

MOEA/D-1000 8.17E + 05 6.02E + 06 6.19E + 09 1.55E + 11

MOEA/D-2000 8.58E + 05 6.26E + 06 6.39E + 09 1.68E + 11

MOEA/D-4000 8.82E + 05 6.49E + 06 7.15E + 09 1.78E + 11

DRL-MOA 1.13E + 06 9.42E + 06 1.19E + 10 4.06E + 11

进行了大量的算法设计和调试过程，因此能够有效提高算法性能。而本章所提方

法的主要优势是其求解速度和泛化能力，因此没有与大量此类局部搜索方法进行

广泛的实验对比，只和代表性的MOGLS算法进行对比。

本节在 Python平台严格按照文献 [140]对改进MOGLS算法进行实现4。算法

参数（包括临时种群大小、初始解数量）与文献 [140]中的设置一致，算法中的

局部搜索使用标准的 2-opt算法，如果局部搜索达到了预先指定的迭代次数 NLS，

则算法终止，NLS 用于控制求解时间和模型性能的平衡 [139]。本节分别对参数为

NLS = 100, 200, 300的MOGLS算法进行实验。

第三章指出通过局部搜索可以进一步对深度神经网络模型输出的解进行提

升[105]，因此实验中对 DRL-MOA输出的解也进行一次 2-opt局部搜索以提升解的

质量，即DRL-MOA+LS，由于只需要执行一次 2-opt局部搜索，因此只会增加数秒

的求解时间，而不像MOGLS需要进行大量 2-opt过程。表 4.5给出了MOGLS-100、

MOGLS-200、MOGLS-300、DRL-MOA和 DRL-MOA+LS的实验对比结果，同时

图 4.15中可视化了MOGLS-100、MOGLS-200和 DRL-MOA方法的帕累托前沿。

可见，DRL-MOA+LS在所有测试问题上都优于改进MOGLS算法，同时需要

更少的求解时间。同样地，即使改进MOGLS算法运行了 1000秒，DRL-MOA也

可以在所有的 200节点测试问题上取得比改进MOGLS算法更好的优化性能，而

DRL-MOA只需要约 13秒。尽管 MOGLS在 100节点测试问题上的表现略好于

DRL-MOA，但 DRL-MOA始终可以在 7秒内获得优化精度差距不大的结果。相对

于传统的启发式局部搜索方法，本章所提 DRL-MOA方法结合局部搜索可以在更

少的求解时间内获得更好的优化效果，证明了本章所提方法的有效性。

4https://github.com/kevin031060/Genetic_Local_Search_TSP
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(a)混合测试问题帕累托前沿
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(b)欧几里得测试问题帕累托前沿

图 4.15 算法在 200城市双目标 TSP问题上的帕累托前沿

表 4.5 算法在不同类型多目标旅行商问题上的实验对比结果

100-city 200-city

混合问题

HV Time/s HV Time/s

MOGLS-100 1848 143.3 5800 394.6

MOGLS-200 1986 254.9 6516 738.8

MOGLS-300 2037 349.8 6794 1073.7

DRL-MOA 2022 6.6 6911 12.9

DRL-MOA+LS 2073 12.7 6988 23.2

欧几里得问题

HV Time/s HV Time/s

MOGLS-100 3127 138.1 13799 374.8

MOGLS-200 3362 246.3 15093 697.1

MOGLS-300 3450 348.1 15716 1005.6

DRL-MOA 3342 6.4 15750 12.9

DRL-MOA+LS 3474 12.4 16117 24.1

4.4.6 参数迁移策略有效性验证

本节对基于邻域的参数迁移策略的有效性进行实验验证。首先，对使用和不

使用参数迁移策略的模型训练情况进行对比，该两种情况下，都采用包含 120,000

个 20节点 MOTSP问题的训练集进行 5回合的训练。图 4.16 (a)可视化了这两种

情况下模型输出的帕累托前沿。

通过结果可以明显的发现，如果不使用参数迁移策略进行训练，模型的性能
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会非常差，解没有收敛并且解的多样性很差，这是因为如果不进行参数迁移，从

头开始对每个子问题进行训练，各个子问题的模型几乎无法收敛。

此外，本节进一步将训练集的规模扩大到了 240,000，不采用参数迁移策略进

行 10回合的训练，即模型的训练时间是以前的四倍。该结果展示在图 4.16 (b)中。

可以看出，在没有参数迁移策略的情况下，即使模型训练规模增加了 4倍，它仍

然表现出较差的性能。因此将参数迁移策略应用于训练是有效且关键的，否则不

可能在可接受的训练时间内得到可用的模型。
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(a)进行相同规模的训练
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(b)无参数迁移模型的训练规模增加 4倍

图 4.16 采用和不采用参数迁移策略训练得到的模型的表现

4.4.7 训练集规模分析

上述模型均在 40城市规模的MOTSP问题上进行训练。本节对训练集中节点

规模对模型训练效果的影响进行实验分析。图 4.17 (a)和 (b)分别给出了 20和 40

节点规模的训练集得到的模型的性能。

可见，在 20城市规模训练集上得到的模型明显比在 40城市规模的训练集上

得到的模型表现更差。前者的解多集中在少量几个区域，非支配解较少。这主要

是由于下列原因导致，在 40城市规模数据集上进行训练时，训练每个样本的过

程中进行了 40个城市选择的决策，是在 20城市规模训练集上训练的两倍，因

此，如果两个模型都使用 120, 000个样本进行训练，40城市规模训练集上进行了

120, 000× 40次决策，是前者的两倍，因此在 40城市规模训练集上得到的模型更

优。鉴于此，可以通过增加训练集的规模或者提高训练次数来提高性能。

综上，与经典的多目标优化方法相比，DRL-MOA展现出一些新的特性。首

先，该方法通过离线训练、在线应用的方式，无需迭代搜索，可以直接输出问题
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(a) 20城市规模训练集的模型
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(b) 40城市规模训练集的模型

图 4.17 20、40规模训练集得到的模型求解 40、100、200规模问题

的帕累托前沿，有效提高了求解速度，从而可以实现多目标优化问题的实时在线

求解；其次，该方法展现了很强的泛化能力，一旦模型训练完成，就可以用于求

解任意该类型的新问题，不需要重新训练。通过在 2、3、5个目标、高达 500个

城市规模问题上的实验评估，验证了该方法在高维多目标、大规模组合优化问题

上的明显优势，在解的收敛性和多样性方面明显优于传统多目标优化方法，实现

了多目标组合优化问题“稳、快、准”的求解。

4.5 本章小结

本章对基于深度强化学习的多目标组合优化方法进行研究，在国际上首次提

出了一种基于深度强化学习的多目标组合优化方法，该方法可以直接输出多目标

优化问题的帕累托最优解集，计算耗时低，而传统多目标组合优化方法如果不使

用大量迭代搜索和 /或大种群规模的解搜索过程，很难在短时间内对大规模问题

进行求解[124–126]，通过在高达 500城市规模、多达五个目标的多目标旅行商问题

上进行的实验测试，验证了本章所提方法的有效性，在求解时间和优化能力上优

于传统的多目标进化算法和局部搜索算法，采用端到端的方式输出帕累托最优解，

无需迭代搜索，从而可以实现多目标组合优化问题的快速求解，并且在优化能力

和泛化能力上具有显著优势。
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第五章 基于深度强化学习的分支定界组合优化方法

求解组合优化问题的方法主要包括：1）能够获得问题近似解的近似方法，包

含启发式方法以及近似算法；2）以及能够获得问题理论最优解的精确算法，该

两类方法在不同领域的应用场景具有不同的应用需求，前两章所提方法都是对单

目标和多目标问题进行近似求解，而分支定界法是组合优化另外一类重要的方法，

该方法能够保证得到问题的最优解，是当前 CPLEX等主流优化求解器的核心算

法，在大量场景下存在应用需求，并且分支定界法不需要针对问题类型进行专门

的设计，只需要将组合优化问题建模为混合整数规划形式，便可以对任意组合优

化问题进行求解，因此是当前求解通用组合优化问题优化软件的核心方法，但是

该类方法面临求解速度极慢的问题。本章进一步采用深度学习方法对分支定界法

进行研究，以提高其优化速度，提出基于深度强化学习的分支定界组合优化方法，

从而形成系统、全面的基于深度强化学习的组合优化解决方案。

5.1 分支定界法

分支定界法由于其通用性和优化能力，是当前 SCIP、CPLEX（IBM ILOG

CPLEX）、Gurobi和 Xpress（FICO Xpress）等知名优化求解器的核心算法，只需要

将组合优化问题建模为混合整数线性规划形式，便可以采用分支定界法对任意组

合优化问题进行求解，分支定界法可以确保得到组合优化问题的最优解，或者在

受限运算时间内提供现有解和最优解对应的目标函数值的差距（optimality gap），

这在理论上和实践中都为决策提供了有价值的信息，具有广泛的应用场景。

在实践中，大多数组合优化问题可以表述为混合整数线性规划形式 (Mixed-

integer linear programs, MILPs)，在这种情况下，可以采用分支定界 (B&B) [141] 对

该 MILP进行精确求解。分支定界递归地将解空间划分为搜索树，并不断计算当

前解的最优性边界（optimality bound）以修剪不可能包含最优解的子树，这个迭

代过程需要对以下内容进行决策：1）节点选择：选择下一个要进行处理的节点；

2）变量选择：选择用于划分节点搜索空间的决策变量[142]。

分支定界算法运行过程中，选择一个合适的节点或者变量能够大幅降低解搜

索的空间和时间，多年来，上述节点选择、变量选择的决策过程主要通过专家设

计的启发式方法进行实现的，通过对不同策略进行试验设计，从而找到一个可靠

的启发式[143]。然而，当前节点选择变量选择的启发式规则在运算量和效果方面仍

然存在矛盾，例如通过计算每个节点的 Strong Branching (SB)分数是进行变量选

择一个经典的方法，相对于当前的混合启发式变量选择方法，SB方法能够实现

65%的搜索树规模的缩减，但是会导致 44%的运算时间的增加。现有的分支定界
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方法仍然面临着求解时间长的问题，如何进行有效的节点选择、变量选择的决策

仍然是几十年来悬而未决的课题，采用人工设计的方式对选择决策进行启发式规

则设计存在很大局限性，需要大量的专家经验和试错成本，近年来随着人工智能

技术的发展，深度学习模型能够有效提前问题的特征，并做出相应决策，从而替

代人力的启发式规则设计过程，为提高分支定界法的效率提供了可能性。本章对

分支定界法进行介绍，对其中可采用人工智能技术改进的决策问题进行分析。

5.1.1 混合整数线性规划建模

采用分支定界法对组合优化问题求解，首先需要将组合优化问题建模为混合

整数线性规划 (MILP)，其形式为：

min c⊤x

s.t. Ax ≤ b

l ≤ x ≤ u

xi ∈ Z, i ∈ I

c ∈ Rn,A ∈ Rm×n,b ∈ Rm, l,u ∈ Rn,

(5.1)

其中问题的目标是找到一组最优的决策变量 x以最小化目标函数，其中 c作

为目标系数向量。该 MILP有 m个约束和 n个决策变量，部分决策变量是整数，

I ⊆ {1, . . . , n}是整数决策变量的索引，A,b是约束的系数矩阵和约束的右侧向

量，l,u是决策变量的上下界约束。

通过去掉所有的整数约束，可以将 MILP松弛为一个线性规划问题（Linear

program, LP），在最小化问题中，由于去掉了一些约束，求解该线性规划问题能

够获得原 MILP问题的下界，该 MILP问题所有可行解的目标值均不可能优于该

下界。

5.1.2 分支定界法流程

分支定界法从求解原始 MILP 问题的线性松弛开始，即忽略所有的整数约

束对问题进行求解，求解得到的提供了问题的下界。如果 x∗ 满足原 MILP 所

有的整数约束，则该解就是原 MILP 问题的最优解，算法终止。通常得到的解

一般不满足所有的整数约束，在该情况下，在不满足整数约束的决策变量集合

C = {i | x⋆
i /∈ Z, i ∈ I}中选择一个变量 i，在该变量 i上进行分支，将以下两个约

束分别添加到上一步的 LP问题，得到两个子问题。

xi ≤ ⌊x⋆
i ⌋ , xi ≥ ⌈x⋆

i ⌉ , ∃i ∈ I | x⋆
i /∈ Z, (5.2)
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其中 ⌊x⋆
i ⌋是指小于 x⋆

i 的最大整数值，⌈x⋆
i ⌉是大于 x⋆

i 的最小整数值，这里 i被称

为   分支变量。

通过在决策变量 i上进行分支，可以构建得到两个新的 LP子问题，它们代表

分支定界法搜索树的叶子节点。因此，下一步是选择一个叶子节点，并重复上述

步骤（对 LP问题进行求解，寻找不满足整数约束的决策变量，进行分支），选择

叶子节点的决策过程即“节点选择”问题，选择不满足整数约束的整型变量进行

分支的决策过程即“变量选择”问题。

该过程不断迭代进行，一旦找到满足原 MILP问题所有整数约束的一个可行

解 x̂，它就提供了该MILP问题的上界，如果找到的可行解的目标值优于当前的上

界（算法运行时初始上界为 +∞），则更新上界；另一方面，当上界更新后，如果
某个叶子节点对应的 LP子问题的解的目标值比当前上界更差，则该叶子节点将

被剪枝、不再被继续处理，因此通过该剪枝过程，可以极大缩小解搜索的空间。

如果解搜索过程中满足以下条件，则叶子节点停止分支：1）叶子节点的 LP

子问题无解；2）叶子节点的 LP问题找到了可行解，更新上界；3）叶子节点的 LP

子问题的解的目标值比当前上界差。当所有的叶子节点都停止分支，即不存在待

解决的子问题，返回具有最优目标值的可行解，即为该混合整数线性规划问题的

最优解。

5.1.3 分支规则

节点选择问题是提高分支定界法求解效率主要研究的问题，即在候选变量集

合 C = {i | x⋆
i /∈ Z, i ∈ I}中选择一个不满足整数约束的整型变量 i进行分支。现

有的方法通常对候选变量集合 C 中的每个变量进行打分，从而选择分数最大的决
策变量进行分支，当前最常用的打分准则是，对变量进行分支之后该节点对应的

子问题下界的变化，基于该准则，多年来学者们设计了多种分支规则能够提高分

支定界法的效率。

其中，Strong branching（SB）规则[144] 能够生成最小规模的分支定界搜索树，

该规则显式地对子问题上下界的变化进行衡量，从而选择最佳的分支变量。其计

算方法如下，对于当前节点 N对应的 LP子问题，其 LP解为 x∗，对应的 LP目标

函数值为 z∗，从候选集合 C 中选择变量 i进行分支，可以得到两个 LP子问题 N−
i

和 N+
i ，对应的各自的 LP目标函数值为 z∗−i 和 z∗+i ，如果 LP子问题 N−

i 和 N+
i 无

可行解，则 z∗−i 和 z∗+i 设置为一个极大值。从而可以计算得到对该节点进行分支

后，目标函数值的变化值 δ−i 和 δ+i ，SB分数通过如下公式进行计算：

SBi = score
(
max

{
δ−i , ϵ

}
,max

{
δ+i , ϵ

})
(5.3)
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其中 ϵ是一个极小值，通常采用乘法函数进行分数计算，即 score (a, b) = a×b，
SB分支规则对候选集合 C 中所有变量计算 SB分数，选择 SB分数最大的变量进

行分支，由于计算每个 SB分数需要求解两个 LP问题，该分支规则虽然能够很大

限度地缩小搜索树的规模，但是每次分支决策需要耗费大量的运算时间，因此算

法的总求解时间仍然很长。

鉴于 SB方法分支决策的长耗时，计算 Pseudocost（PC）分数替代 SB分数是

当前优化求解器常用的方法，PC分数将之前分支过程中变量 i的目标值的平均变

化作为下一步分支过程中 i目标值变化的估计，因此不需要对实际分支之后的两

个 LP子问题进行求解，可以很大的缩短计算时间。具体地，令历史分支过程中变

量 i的目标值的平均变化为 Ψ−
i 和 Ψ+

i ，PC分数计算如下：

PCj = score
(
(x∗

i − ⌊x∗
i ⌋)Ψ−

i , (⌈x∗
i ⌉ − x∗

i )Ψ
+
i

)
(5.4)

其中 x∗
i − ⌊x∗

i ⌋和 x∗
i − ⌈x∗

i ⌉代表该整型变量在该节点 LP问题解中的小数部

分，score函数的计算方法与 SB分数相同，利用该计算方法可以有效降低运算时

间，但是产生的搜索树的规模大于采用 SB规则产生的搜索树规模。由于 PC方法

在分支定界过程的初始阶段没有足够的历史数据积累，因此 PC分数计算的不准

确，导致在分支的开始阶段算法效果很差，鉴于此，Reliability branching方法在开

始阶段采用 SB规则进行分支，直到积累足够多的历史数据使得 PC分数能够可靠

地进行分支，再采用 PC规则进行分支，在 Hybrid branching[145] 方法中，PC分数

和其他分数结合进行分支决策。

根据以上内容可以发现，传统变量选择策略在分支效果和分支规则运算时间

上存在矛盾，随着人工智能技术的发展，为了解决该问题，一种思路是通过机器

学习方法对 SB分数进行估计，从而在保持分支效果的同时降低运算时间，另一

种思路是通过机器学习方法探索新的分支规则，从而缩短算法求解时间。不论哪

种思路都需要对分支策略采用人工智能的方法进行建模，模型需要感知当前求解

器的状态，然后做出变量选择的决策。

5.2 基于图指针神经网络的分支策略建模

本章提出了一种图指针神经网络模型对分支策略进行建模，并结合求解器的

图特征，设计了全局特征和历史特征对求解器的状态进行更加有效的描述，在此

基础上，图指针网络模型以图结构特征、全局特征和历史特征作为输入，输出各

个分支变量选择的概率值，从而指导分支变量的选取。
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图 5.1 分支定界法示意图

5.2.1 马尔可夫决策过程建模

首先，分支定界法中分支变量的选择过程可以建模为马尔可夫决策过程[146]，

其示意图如图 5.1所示。

在第 t步决策中，求解器处于 st 状态，该状态包含当前搜索树的状态、所有

历史的分支决策、迄今为止找到的最优整数解、每个节点的 LP解、当前的叶子节

点、以及求解器其他的统计信息（例如每个启发式规则的调用情况等）。基于求解

器当前的状态 st，智能体根据策略 π(at | st)从候选集合 C = {i | x⋆
i /∈ Z, i ∈ I}中

选择一个不满足整数约束的整型变量 i进行分支，即当前智能体的动作 at = i。

求解器对分支之后的两个 LP子问题进行求解，更新上下界并对搜索树进行

剪枝，然后选择下一个要分支的叶子节点，此时当前环境转换至一个新的状态

st+1，并且再次调用分支策略 π(at+1 | st+1)以进行下一个分支决策，这个过程如

图 5.1所示。

作为马尔可夫决策过程，分支定界法的分支决策过程是回合制的，每一个回

合即求解一个 MILP问题实例，初始状态对应该 MILP问题搜索树的根节点，最

终状态为优化过程的结束，即所有叶子节点都无法被继续分支。因此采用分支策

略 π，该马尔科夫决策过程可以建模为：

pπ(τ) = p(s0)

T−1∏
t=0

∑
a∈A(st)

π(a | st)p(st+1 | st, a).

第 101页



国防科技大学研究生院博士学位论文

对分支策略 π进行学习主要通过以下步骤进行：1）对问题状态 st进行定义，

在分支决策的每一步中，都需要根据当前问题状态进行分支决策，由于分支定界

过程中没有标准化的环境状态定义，因此首先需要对问题状态进行定义，尽可能

多地提取问题在当前状态下的特征，同时兼顾运算时间，从而进行更好的分支决

策；2）对分支策略 π进行建模，模型需要能够实现问题状态 st到分支“动作”at

的准确映射，例如神经网络、随机森林、支持向量机等模型，需要根据分支定界

问题的特征对模型进行设计，从而提高模型性能；3）最后采用高效的训练算法

对策略模型进行学习，可以通过多种机器学习方法对策略 π进行学习，以最小化

搜索树的规模、减少算法求解时间，常用的策略学习方法是强化学习，它以该分

支定界问题的目标作为奖励函数，通过大量实例的求解过程对策略进行反馈调整，

从而达到提高分支定界法效率的目的。

因此，后文按照上述三个步骤对本章所提出的基于深度强化学习的分支定界

组合优化方法进行介绍。

5.2.2 状态定义

首先对分支定界算法在第 t步决策中的环境状态 st进行定义，st由变量特征、

约束特征、边特征、全局特征、历史特征构成，即 st = (V,C,E,G,H)，st由当前

求解器状态的二部图特征定义，如图 5.2 所示，求解器的当前状态即为当前的 LP

线性规划形式，即由m条约束构成的图，图的左侧是每条约束中的变量，图的右

侧是每条约束的右边值，图的边 (i, j) ∈ E 是变量 i和约束 j 之间的连接状态，即

第 j 条约束中是否包含变量 i，边的权重即为连接约束 j 和变量 i的约束系数，

根据上述代表求解器当前状态的二部图结构，本章对构成当前状态的变量特

征、约束特征、边特征、全局特征、历史特征设计如下：

（1）变量特征代表在第 t步分支过程中，候选变量的当前特征属性，例如变

量类型、变量系数、变量的当前值、变量的当前值是否在边界上，变量当前值的

小数部分等等，特征类型包括 0-1值、实数值等，用于表征候选变量的当前状态，

共有 n个候选变量，特征维度为 d，因此变量特征的维度为 n× d，变量特征的详

细介绍见表 5.1。

（2）约束特征代表在第 t步分支过程中，当前 LP问题约束的特征属性，例如

该约束的右边值、约束左边值是否恰好达到边界、约束系数与目标系数相似性等，

属性类型包括 0-1值、实数值等，当前 LP问题共有m个约束，特征维度为 c，因

此约束特征的维度为m× c，约束特征的详细介绍见表 5.2。

（3）边特征是在每条约束中，每个变量在该条约束中的系数，因此共有m× n

条边，特征维度为 1，即系数值，如果约束中不包含某个变量，则系数值为 0。
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图 5.2 分支定界求解器状态的图结构

（4）全局特征是求解器当前的全局状态，例如问题当前的最优性差距、当前

节点的目标值与上下界之间的差距、当前搜索树的深度、当前节点的深度等，特

征列表见表 5.3，全局特征是基于 PySCIPOpt的 API接口进行提取，代表当前阶

段MILP整体特征的是当前阶段MILP上下界的差距、可行解 /不可行解的数量等

信息，代表当前 LP子问题节点特征的是当前节点的深度、当前节点的 LP目标值

信息等。

当前节点的深度和当前MILP上下界的差距直接通过调用 PySCIPOpt接口得

到，可行解节点数和不可行解数量由产生可行解以及不可行解的叶子节点的比例

计算，按照如下公式计算：

Pfeasible =
Nfeasible

max(Nleaves, 0.1)
(5.5)

当前节点的 LP目标函数值与全局上界和全局下界之间差距 gap由以下公式

计算，其中当前节点的 LP目标值和全局上下界均由 PySCIPOpt接口得到：

gap(x, y) =

 0 , if xy < 0

|x−y|
max{|x|,|y|,1×10−10} , else

(5.6)
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当前节点的 LP目标函数值与全局上界和全局下界之间的相对位置关系 pos由以

下公式计算：

relPos(z, x, y) = |x− z|
|x− y|

. (5.7)

（5）历史特征由两部分构成，第一部分为：从初始状态开始到上一步分支，之

前所有步 1 · · · t− 1选择的分支变量的集合 C1 = a1 · · · at−1；第二部分为：生成当

前节点的过程中，变量值发生改变的变量集合 C1 = a1 · · · at−1，即通过增加一个整

型约束后，新问题的解中变量值发生改变的所有变量。

传统方法只考虑了变量特征、约束特征和边特征，本章进一步对全局特征、

历史特征进行了提取，从而能够获得更加丰富的环境状态，为了在当前节点选择

下一步进行分支的变量，考虑当前节点的状态和当前搜索树的全局状态是十分有

意义的，同时，观察当前节点生成的程中值发生改变的变量、观察历史分支过程

中选择的变量，也可以为分支变量的选择提供有效信息，因此本章对全局特征和

历史特征进行了设计，从而使得提取的特征能够更加充分地描述当前问题的状态。

表 5.1 分支定界过程中的变量特征

特征类型 特征描述

二进制 描述变量的类型，分别代表该变量是否为 01变量、整数变量、连续

变量

实数 该变量在MILP目标函数上的系数，并根据其约束系数的欧式范数进

行归一化

二进制 该变量是否有上界 /下界

二进制 该变量是否位于其上界 /下界

实数 该变量值的小数部分

二进制 该变量的基状态，分别代表该变量是否在其上界、下界、上下界中间

实数 该变量的 reduce cost值，表示该变量的值由 0变为非 0而要求目标系

数进行改变的量

实数 在单纯形过程中，该变量自上次为 basic到现在经历的迭代次数，根

据总迭代次数进行归一化

实数 该变量在当前 LP解中的变量值

实数 该变量在当前最好的可行解中的变量值

实数 该变量在所有可行解中的变量值的平均值
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表 5.2 分支定界过程中的约束特征

特征类型 特征描述

实数 该约束的左边系数值与目标函数的系数值的相似度，用 cos相似度计

算

实数 该约束的右边值，并根据其左边系数的欧式范数进行归一化

二进制 该约束的对偶变量的值，并根据约束系数和目标系数的欧式范数的乘

积进行归一化

二进制 该约束是否位于其边界

表 5.3 分支定界过程中的全局特征

特征类型 特征描述

实数 当前节点深度

实数 当前可行解数量，并根据总节点数进行归一化

实数 当前不可行解数量，并根据总节点数进行归一化

实数 当前上下界差距

实数 当前节点 LP目标值与全局上界的差距

实数 当前节点 LP目标值与全局下界的差距

实数 当前节点 LP目标值与全局上下界的相对位置

实数 当前节点 LP目标值与根节点上界的差距

实数 当前上界与根节点上界的差距

5.2.3 分支策略建模

由上节提取的问题特征可以看出，问题的状态具有二部图结构，即左侧节点

（变量）与右侧节点（约束）通过边相连，因此可以通过图神经网络模型对该状态

进行处理，首先对状态的图结构进行建模，过程如图 5.2所示，即提取当前状态下

变量的特征、约束的特征，变量节点与约束节点以约束系数为权重进行相连。

下一步，将变量选择的分支策略 πθ(a|st)参数化为图神经网络，图神经网络
技术能够有效处理图结构的信息，已成功应用于各种具有图形结构输入的机器学

习任务，例如分子特性预测、社交网络和引文网络中的各类任务等。

由于分支定界法的图结构状态信息具有稀疏性，即变量和约束之间的连接关

系具有稀疏性，而图神经网络模型的计算复杂度只与图的密度相关，而与图的规

模无关，因此图神经网络模型适用于处理该具有稀疏性质的分支定界状态图结构，

并且节点的顺序不会影响图神经网络的输出，因此本章采用图神经网络对分支策

略进行建模。
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同时，对于分支定界法的变量选择过程，候选变量集合的规模会很大，单纯

采用图神经网络进行节点概率的输出随着候选变量集合规模的变大准确率会明显

降低，同时图神经网络无法对全局特征、历史特征进行处理，因此为了提高模型

的表达能力，使模型能够更加充分地理解在分支定界法过程中当前的MILP状态，

本章提出了一种图指针神经网络（Graph Pointer Neural Network, GPN）对分支策

略进行建模，将全局特征和历史特征作为“查询 query”，与每个变量通过图神经

网络计算得到的节点特征进行注意力计算，从而得到变量选择的概率，因此该模

型包括两部分：1）图神经网络计算节点的特征向量；2）注意力机制输出节点选

择概率，其中图神经网络处理的是 MILP的节点特征、边特征和约束特征，注意

力机制处理的是MILP的全局特征和历史特征。

基于图指针神经网络的分支策略建模方法论述如下。

（1）初始嵌入计算

由于变量特征、约束特征、边特征、全局特征具有不同的维度，比如变量特

征为 13维，全局特征为 9维，因此，首先对变量特征 xv、约束特征 xc、边特征

xe、全局特征 xg 进行同维度映射：

xv ← EMBEDDING (xv)

xc ← EMBEDDING (xc)

xe ← EMBEDDING (xe)

xg ← EMBEDDING (xg)

(5.8)

其中 EMBEDDING(·)由一个双层全连接神经网络构成，其隐含层和输出层的
维度均为 dh，区别只是输入层的维度不同，层间的激活函数为 LeakyRELU函数：

LeakyRELU (x) =

{
x, if x ≥ 0

10−2 × x, otherwise
(5.9)

（2）图神经网络计算

对于同维度映射之后的变量特征、约束特征、边特征，通过如下图神经网络

方法进行特征向量的计算：

xi
c ← fC

(
xi
c,
∑(i,j)∈E

j gC (x
i
c,x

j
v,x

i,j
e )
)

xj
v ← fV

(
xj
v,
∑(i,j)∈E

j gV (x
j
v,x

i
c,x

i,j
e )
) (5.10)

其中函数 g(·)的计算方式为：

g
(
xi
c,x

j
v,x

i,j
e

)
= MLP

(
xi
c + xj

v + xi,j
e

)
(5.11)

其中MLP是以 LeakyRELU为激活函数的双层全连接神经网络，函数 f(·)也
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是以 LeakyRELU为激活函数的双层全连接神经网络。因此该图神经网络计算方法

与文献 [147]的计算方法相似，由两部分图卷积过程构成，第一步卷积过程计算第

i个约束的特征向量，它由与第 i个约束存在连接关系的所有变量 j的特征 xj
v、边

的特征 xi,j
e 以及其自身的特征进行聚合，从而得到第一步更新后的约束特征向量。

第二步卷积过程计算第 j 个变量的特征向量，它由与第 j 个约束存在连接关系的

所有约束 i的特征 xi
c、边的特征 xi,j

e 以及其自身的特征进行聚合，从而得到第二

步卷积后的变量特征向量，该特征向量即为图神经网络输出的变量特征向量，该

向量聚合了 MILP的图结构信息，聚合了约束和变量之间的信息和关系，从而能

够有效反映变量的图特征。

（3）历史特征向量计算

在第 t步分支定界的分支决策过程，可以对当前步的历史特征进行计算，由

两部分构成，第一部分为：从初始状态开始到上一步分支，之前所有步 1 · · · t− 1

选择的分支变量的集合 C1 = a1 · · · at−1，由于图神经网络每一步都可以输出所有

变量的特征向量，因此可以采用循环神经网络的方式计算整个决策序列的历史分

支情况，但是由于该模型的最终目标是降低计算压力，因此采用直接求平均值的

方式对历史分支情况进行估计，则该部分历史特征向量计算为：

xt
h1 = MLP

( 1

t− 1

t−1∑
i=1

xai
v

)
(5.12)

其中MLP为一个单层的全连接神经网络层，ai为第 i步分支决策选择的变量。

历史特征的第二部分为：生成当前节点的过程中，变量值发生改变的变量集

合 C2，同样的对该集合内所有的变量特征向量进行取平均值操作，得到代表该部
分特征的向量 xt

h2，并同样采用一个单层的全连接神经网络层对其进行线性映射。

如果 t == 0，那么 xt
h2和 xt

h1是零向量。

（4）注意力机制

因此可以定义一个查询 query向量，该向量由全局特征、两部分历史特征组

成，代表求解器当前的状态，query向量计算为这三部分特征向量的加权平均：

qt = w1 ∗ xt
g + w2 ∗ xt

h1 + w3 ∗ xt
h2 (5.13)

其中 w1, w2, w3是可训练的权重值。

定义“键”key向量为所有候选变量的特征向量的线性映射 ki = Wkx
i
v, i ∈ C，

则注意力机制定义为，在第 t步决策过程中，代表该步求解器状态的 qt对所有候

选变量 ki, i ∈ C 的查询，计算得到的注意力值即输出的选择每个变量的概率，具
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体地，注意力计算为：

ut
i = W3 (W1ki +W2qt) i ∈ (1, . . . , n)

ati = softmax
(
ut
i

)
i ∈ (1, . . . , n)

(5.14)

输出的 ati 即为第 t步分支决策中，选择第 i个变量的概率值，此时可以选择

概率最大的变量作为分支变量。

（5）数据归一化层

由于约束系数、各个特征的值的数值范围不统一，所以有必要对输入的变量

特征、约束特征、边特征、全局特征进行归一化操作，但是传统神经网络的归一化

方式，如 LayerNorm，是针对神经网络各层的数据统计特性进行归一化，而无法

扩展到不同规模的问题上，比如当组合优化问题规模变大，约束的数量增多，在

训练过程中采用的归一化算子则无法应用到该新问题上，因此本章参考 [147]的

思路，在神经网络模型上添加归一化层，并且添加了全局特征的归一化层，使得

全局特征能够泛化到不同规模的问题上。

具体地，归一化层的计算方法介绍如下，首先设计一个简单的线性变换

x ← (x − β)/σ，x即为数据集的变量特征、约束特征、边特征和全局特征，β 和

σ 参数是归一化的系数，分别通过对数据集 x的均值和标准差进行计算得到，初

始化完成之后对该值进行固定，在训练过程中不再变化。这种归一化系数的计算

遍历了整个训练数据集，从而能够使得该归一化算子能够应对不同类型的数据集，

因此给定一个新问题，该归一化系数仍然能够实现可靠的归一化，从而提高算法

的泛化性能。

5.2.4 基于图指针神经网络的分支定界流程

利用上述的图指针神经网络 GANN对变量选择的策略进行建模，采用该模型

定义的策略进行变量选择，基于该分支策略的分支定界算法流程如算法5.1所示。

具体地，首先将 MILP原问题的线性松弛作为根节点，并维护一个队列数据

结构，用于存储待求解的子问题节点，每个节点定义一个初始下界，代表其父节

点的最优解的目标值，这种方法提供了“全局上界更新后，如果存在节点的下界

大于全局上界，则对该节点进行剪枝”的功能，当从队列中取出该节点时，对其

父节点的下界和全局上界进行了比较，如果该下界大于全局上界，那么对该节点

进行剪枝。全局上界初始化为∞，每次得到更优的可行解时更新上界。
每次从队列中取出一个子问题进行求解，如果不满足整数约束，计算候选变

量的变量特征、约束特征、边特征、全局特征、历史特征，输入到图指针神经网络

模型中，模型输出选择各个变量的概率，以贪婪的方法选择概率最大的变量作为

分支变量，并根据该变量添加两个约束生成两个子问题节点，添加到队列中。直
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算法 5.1基于图指针神经网络的分支定界法

算法输入: 根节点 R，代表原始MILP的线性松弛

算法输出: 最优解

R.lowerBound← −∞ //初始化根节点的下界

2: Queue← {R} //探索的节点存储在队列中

UpperBound←∞ //初始化全局上界

4: S∗ ← null //最优解

while Queue不为空 do

6: N ← Queue.get() //取出队列里第一个节点

if N.lowerBound ≥ UpperBound then

8: //节点 N 的父节点的下界比当前全局上界大，不继续求解，剪枝

continue

10: end if

Sr ← solve(N)

12: if Sr 无解 then

//该节点无解，剪枝

14: continue

end if

16: Or ← Sr.objectiveV alue

if Or > UpperBound then

18: //该节点下界比当前全局上界大，不继续求解，剪枝

continue

20: end if

if Sr 为满足所有整数约束的可行解 then

22: UpperBound← Or

S∗ ← Sr

24: //找到比当前最优解更好的解，更新全局上界

continue

26: end if

提取当前状态特征 state = (V,C,E,G,H)

28: V ← GPN(Sr, state) //调用神经网络模型从 Sr 选择变量 V

a← floor(V.value)

30: L← addConstraint(N,V ≤ a)

R← addConstraint(N,V ≥ a)

32: L.lowerBound← Or，R.lowerBound← Or

Queue.add(L)，Queue.add(R)

34: end while

return S∗
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到队列里所有问题都被求解完毕，返回最优解。

5.3 模型训练方法

分支定界的变量选择决策过程可以建模为马尔科夫过程，并采用强化学习方

法对策略进行优化。传统强化学习方法，例如策略梯度方法或者值函数法，通过

计算累积奖励值来对策略进行学习，这在奖励信号频繁的情况下有较好的表现，

然而分支定界法的目标是最小化搜索步数或者求解时间，需要大量的决策才能获

得最终奖励，是典型的“多步决策”问题，如果采用传统的基于累积奖励值的强

化学习方法进行策略优化，会产生收敛慢、奖励信号稀疏、训练效率低等问题。

模仿学习（Imitation Learning）是强化学习的一个分支，因其能很好的解决强

化学习中的多步决策问题，近年来得到了广泛关注[148]，在自然语言处理、机器人

控制等领域存在很多应用。模仿学习通过行为克隆的方式对智能体的策略进行学

习，使智能体的策略模仿专家动作，通过专家经验来指导智能体的行为，从而克

服单独采用强化学习方法奖励信号稀疏、训练效率低、模型收敛慢甚至无法收敛

的问题。

模仿学习的基本思想是从专家经验提供的范例动作中进行学习，需要

人为提供带标签的决策数据 {τ1, τ2, . . . , τm}，每个决策实例 τi 包含求解该实

例过程中的“状态 - 动作”序列 τi =< si1, a
i
1, s

i
2, a

i
2, . . . >，因此，可以将每

个决策实例中的“状态 - 动作”对提取出来，组成带标签的监督学习训练集

D = {(s1, a1) , (s2, a2) , (s3, a3) , . . .}。
通过上述过程，可以把决策问题转换为分类问题，把每一步的状态作为特征，

把相应的动作作为标签，从而通过梯度下降方法以最小化标签和预测值之间的差

异来对模型进行训练，即模仿专家经验，因此称为模仿学习。

本节采用模仿学习以 strong branch分支规则作为模仿对象对模型进行训练，

strong branch规则通过计算每个候选变量的 SB分数来进行分支决策，但是计算所

有候选变量的 SB分数需要大量耗时，因此通过对 strong branch规则进行模仿从

而得到耗时少但是表现相近的分支模型。

首先需要构建训练数据集，过程如下：针对某一类组合优化问题，每次随机

生成一个问题实例，采用 SB规则对该实例进行求解，求解过程中，记录“状态

-动作”对，状态即上节所述的求解器状态特征，动作即选择的分支变量，通过

求解大量问题实例，训练数据集 D = {(si, a⋆
i )}Ni=1由求解过程中记录的“状态 -动

作”对构成。
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根据训练数据集，可通过最小化专家样本动作 a⋆ 和策略模型输出动作 π(s)

之间的差异来对模型的参数进行更新：

L(θ) = 1

N

∑
(s,a∗)∈D

loss (πθ(s), a
⋆) . (5.15)

loss(∗)是定义真实值和预测值之间差异的函数，文献中存在多种 loss(∗)函
数，最常用的是交叉熵函数：

loss(p, class ) = − log

(
exp(p[ class ])∑

j exp(p[j])

)
= −p[ class ] + log

(∑
j

exp(p[j])

)
(5.16)

其中 class 是训练集中通过 SB规则选择的变量序号，p是神经网络模型输出

的变量选择的概率。

但在分支定界问题中，考虑到不同变量可能具有相同的 SB分数，或者多个

变量的 SB分数相差极小，此时选择该不同变量可能具有相同的效果，采用传统

的模仿学习方法无法应对这种情况，无法使模型对 SB分数的真实分布进行有效

地学习。

鉴于此，构造训练集时，不对变量选择的动作进行收集，而是收集 SB分数，

从而构成训练集D = {(si, score⋆i )}Ni=1，进一步地，采用 KL散度（Kullback–Leibler

divergence）作为衡量预测值和真实值之间差异的 loss(∗)，KL散度用来衡量一个

分布与另一个分布的相似性，因此针对于分支定界的变量选择问题，可以采用 KL

散度衡量神经网络模型输出的概率分布与 SB分数的分布之间的相似性，以最小

化 KL散度为目标可以使模型输出与 SB分数相似的概率分布，从而克服多个变量

之间 SB分数相同或相似的问题。

具体地，考虑两个概率分布 P 和 Q，P 是数据的真实分布，Q是模型输出用

来拟合 P 的近似分布，KL散度定义为两个分布之间的相似性，当值为 0时两个

分布完全相同，计算如下：

DKL(P∥Q) =
∑
x∈X

P (x) log

(
P (x)

Q(x)

)
(5.17)

针对本章所述的分支定界变量选择问题，πθ(s)是模型输出的近似分布，目标

是使得该分布尽可能与训练样本中 SB分数的分布 score⋆ 相同，因此该问题的损

失函数定义为：

L(θ) = DKL(score
⋆∥πθ(s)) =

∑
(s,score⋆)∈D

score⋆ log

(
score⋆

πθ(s)

)
(5.18)

另外，虽然候选变量集合中存在大量候选变量，但是决策过程中只关心 SB分
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数最高的几个变量，其他变量的概率分布对于变量选择的决策没有影响，因此采

用 KL散度对两个分布的相似性进行衡量时，对概率值最高的几个变量的分布应

该着重考虑。如果对模型输出的概率值按从大到小进行排序，那么前几个概率值

的分布与真实 SB分数的分布之间的差异性更加重要，排序在后面的大量变量的

概率值分布与 SB分数分布之间的差异性不会影响变量的选择过程，因此更应该

关注前几个变量的分布特性。鉴于此，本节提出 top-k KL散度，即关注 top-k个变

量的概率分布相似性。

具体地，首先对模型输出的概率值 πθ(s)进行排序，选择前 k个概率值最大的

变量，其集合为 Ik，计算这 k个变量的 KL散度值 DKL(score
⋆
Ik∥πθ(s)Ik)，计算方

法与式 (5.17)相同。

最终的训练损失函数定义为：

L(θ) = DKL(score
⋆∥πθ(s)) +DKL(score

⋆
Ik∥πθ(s)Ik) (5.19)

损失函数的第一项能够使得模型输出概率的总体分布与 SB分数的分布相似，

第二项使得模型更加关注概率最大的几个变量的分布特性，从而弱化无关变量的

分布与真实分布存在差异对模型的影响，防止出现大量训练资源用在拟合大部分

无关变量概率分布的情况。通过基于 top-k KL散度的模仿学习训练方法，实现训

练效率的提高。

5.4 实验结果与讨论

5.4.1 实验设置

由于本章所提方法（GPN）是对传统分支定界法的改进，因此首先与经典分

支定界法进行比较，并进一步与当前基于机器学习改进的分支定界方法进行比较。

采用业界广泛使用的 SCIP开源优化求解器作为基准测试环境，所有方法均基于

SCIP进行实现。

5.4.1.1 测试问题

本章在三个经典的组合优化问题上进行方法测试。

（1）集合覆盖问题（Set Cover Problem）

采用集合覆盖问题 [149]作为第一个测试问题，测试问题包含 1000个变量。首

先在具有 500个约束的的训练集上进行模型训练，随后在 500和 1000规模的测试

问题上进行模型评估。

（2）带容量约束的设备选址问题（Capacitated Facility Location Problem）

采用带容量约束的设备选址问题 [150] 作为第二个测试问题，问题包含 100个

设备，首先在 100客户的测试问题上进行模型训练，随后在 100和 200客户规模
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的测试问题上进行模型评估。

（3）最大独立集问题（Max Independent Set Problem）

最后在最大独立集问题 [151] 上进行测试，按照文献 [151]中介绍的过程进行

Erdos-Rényi随机图的生成，首先在 500个节点的问题上进行模型训练，随后在

500和 1000规模的测试问题上进行模型评估。

5.4.1.2 对比算法

用于对比的方法包括：

（1）首先与当前使用最广泛的 Reliability pseudocost（RPB）分支规则进行实验

比较，这是 SCIP求解器中默认的分支方法。其次对经典的 Strong Branching（SB）

规则以及 Pseudocost（PB）规则进行了实验对比。上述方法基于 SCIP求解器实现，

并且只允许在根节点采用割平面，在分支过程中禁用其他启发式方法，其余 SCIP

参数均设置为默认值。

（2）其次，与四个经典的基于机器学习的分支规则进行实验比较：基于 Extra-

Trees [152]模型的分支打分方法 [153] (TREES)；基于 SVMrank [154]和 LambdaMART
[155]模型的 [156]分支排名方法 ( SVMRANK)和 [157] (LMART)；基于图神经网络的

分支方法[147](GNN)。本章所提方法与文献 [147]采用了相似的图神经网络建模方

式，但是设计了更加有效的全局特征和历史特征，并且设计了基于图指针神经网

络的建模方法。

5.4.1.3 实验参数设置

所有对比算法均采用完全相同的 SCIP求解器参数，采用不同的分支规则进

行实验。。本章所提模型的隐层向量维度均设置为 dh = 64，均采用 Adam优化器

以 0.001的学习率进行训练，模仿学习 top-k损失函数的 k值设置为 10，训练时如

果连续 10个 epoch损失函数不下降，则降低学习率至 20%，连续 20个 epoch损

失函数不下降，则终止训练。

5.4.1.4 数据生成和处理

（1）训练数据生成

用于模仿学习的训练数据通过离线方式生成。每次随机生成一个问题实例，

采用 SCIP求解器对问题进行求解，求解过程中按照如下方式进行样本的收集：

首先，在求解过程中，以 95%的概率采用 SCIP默认的 RPB规则进行分支，

以 5%的概率采用 SB规则进行分支。

在收集过程中，只收集按照 SB分数进行分支的样本，包括当前的图结构状

态（变量特征、约束特征、边特征、全局特征、历史特征），候选变量集合，候选

变量中每个变量的 SB分数。
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最后，不断随机生成问题并进行求解，直到收集到 140,000个样本，100,000

个样本作为训练集，2,000个样本作为验证集，2,000个样本作为测试集。

（2）测试方法

首先对模仿的准确率进行测试，由于不同候选变量可能具有相同的 SB分数

或者多个变量的 SB分数差距很小，因此采用如下准确率评价指标[147]：1）模型输

出变量是 SB分数最高的变量的比例（acc@1）；2）模型输出变量在 SB分数最高

的前 5个变量当中的比例（acc@5）；3）模型输出变量在 SB分数最高的前 10个

变量当中的比例（acc@10）。acc@1即为传统的准确率，acc@5和 acc@10评估模

型输出的变量概率分布是否与 SB分数的分布具有相似性[147]，通过上述方法可以

有效地评估模型效果。

其次对算法的求解时间进行对比测试，所有测试方法均基于 SCIP求解器实

现，使用相同的默认参数，唯一的区别是分支时调用的分支规则。

5.4.2 模型性能评估实验结果

主要从两个方面对本章所提方法进行实验分析，首先与当前基于机器学习的

分支方法进行比较，以验证本章所提模型的性能，其次与传统方法和机器学习方

法进行分支定界求解时间的比较，以验证所提方法在提高精确算法求解速度上的

优势。

图 5.3、图 5.4、图 5.5展示了本章所提的图指针神经网络模型（GPN）与传

统图神经网络模型（GNN）在三个测试问题上的训练表现，分别展示了训练过程

中 Loss的收敛情况以及在验证集上的模型准确率。
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(a) Loss收敛曲线
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(b)模型准确率收敛曲线

图 5.3 集合覆盖问题对比模型 Loss和模型准确率收敛曲线

从该实验结果可见，本章所提方法在收敛速度上和最终收敛性能上均优于
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图 5.4 设备选址问题对比模型 Loss和模型准确率收敛曲线
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图 5.5 最大独立集问题对比模型 Loss和模型准确率收敛曲线

GNN方法，GNN方法是当前采用图神经网络对分支规则进行建模的基准模型，

本章提出的的图指针神经网络在模型性能上能够有效超越该方法，并且可以发现，

GPN方法在训练过程中模型的 Loss下降过程更加稳定、收敛速度更快、最终的收

敛性能最优，而 GNN模型的性能很早便无法继续提升，达到了模型的最大能力，

这主要是本章提出的基于注意力的指针机制能够综合考虑问题的图特征和全局特

征，有效地对变量进行选择。

在带容量约束的设备选址问题和最大独立集问题上，GPN模型的优势更加明

显，在模型收敛速度和最终的收敛性能上取得了更大优势，这也体现在后续在求

解时间的模型表现上。

表 5.4 、表 5.5 、表 5.6 展示了在三个测试问题上，本章所提 GPN 方法与

TREES、SVMRANK、LMART、GNN方法在模型准确率上的比较结果，准确率计
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算为模型输出变量与基于 SB规则选择得到变量的准确率，并分别列出了 acc@1、

acc@5和 acc@10准确率的结果。

表 5.4 集合覆盖问题上对比方法的模型准确率

acc@1 acc@5 acc@10

TREES 51.8 80.5 91.4

SVMRANK 57.6 84.7 94

LMART 57.4 84.5 93.8

GNN 65.5 92.4 98.2

GPN 66.5 92.7 98.2

表 5.5 设备选址问题上对比方法的模型准确率

acc@1 acc@5 acc@10

TREES 63 97.3 99.9

SVMRANK 67.8 98.1 99.9

LMART 68 98 99.9

GNN 71.2 98.6 99.9

GPN 72.2 98.7 99.9

表 5.6 最大独立集问题上对比方法的模型准确率

acc@1 acc@5 acc@10

TREES 30.9 47.4 54.6

SVMRANK 48 69.3 78.1

LMART 48.9 68.9 77

GNN 56.5 80.8 89

GPN 63.2 86.9 92.6

可见 GPN方法在所有测试问题上均得到了最高的准确率，在最大独立集问题

上取得了明显优于传统机器学习方法的结果，验证了该模型的有效性。

5.4.3 求解时间对比实验结果

分支定界法的求解速度与搜索树的规模（节点数目）有关，同时与每个分支

策略的计算成本、每个节点的求解时间也相关，因此采用算法总求解时间和搜索

树的规模作为评估指标。
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表 5.7、表 5.9、表 5.9列出了 GPN与对比方法在三个测试问题上的实验结

果，数值结果为各个方法在 100个随机生成问题上的平均表现。每个测试问题均

在与训练集相同规模以及更大规模的问题上进行测试，由于对比的 PB、RPB、SB

规则可以在 CPU上多线程运行，因此表中的时间结果为并行运行的平均结果，其

余方法均基于 GPU和 CPU进行单线程运行。

由表 5.7可见，在求解 500和 1000规模的集合覆盖问题上，相对于 SCIP优

化求解器中使用的 PB分支规则和 RPB分支规则，GPN方法至少达到了 40%的

求解速度的提升，在节点数量上，求解 1000规模的集合覆盖问题时，GPN方法得

到的节点数量仅多于 SB方法，显示了其模型良好的性能。SB规则总是可以得到

最小规模的搜索树，但是由于分支策略计算的长耗时，总求解时间并不存在优势。

相对于图神经网络方法，GPN方法在求解速度和节点数量上均得到了提升，并且

在更大规模的问题上也得到了稳定的优化效果。

由表 5.8 可见，在求解 100规模和 200规模带容量约束的设备选址问题上，

GPN方法显示出了更大的优势，相对于 SCIP优化求解器中使用的 PB分支规则和

RPB分支规则，GPN方法达到了两倍左右的求解速度的提升，相对于图神经网络

方法，在求解速度和节点数量上获得了更大的提升，SB方法需要分支的节点数远

小于其他算法，但求解时间也最长。

由表 5.9可见，在求解 500和 1000规模的最大独立集问题上，相对于图神经

网络方法，GPN方法在求解速度和节点数量上获得了将近 10%和 20%的提升，

相对于专家设计的 PB、RPB、SB规则，求解速度达到了两倍左右的提升，需要

注意的是，由于 PB、RPB、SB规则是在 CPU上多线程实现的，因此线程间可能

存在时间损耗，因此求解时间会略长于单线程运行的算法，但是单线程运行需要

大量时间才能对每个问题的 100个实例进行测试，因此采用多线程进行算法实现，

GPN方法相对于传统的 PB、RPB、SB方法获得了大量的求解速度提升，因此多

线程导致的求解时间误差可以安全地忽略。

同时可以看出，本章提出的 GPN方法能够很好地泛化到更大规模的问题上，

在所有类型和规模的测试问题上，其运行时间都优于专家设计的启发式分支规则

和图神经网络方法，取得了比专业的优化求解器 SCIP更快的求解速度。

分支定界法的目标是以尽可能快的速度求解组合优化问题，因此分支策略必

须在决策质量和每个决策所花费的时间之间进行权衡，一个极端例子就是 SB分

支规则，通过计算 SB分数进行变量选择，可以以很少的搜索次数得到最终解，但

每个决策步骤都非常耗时，以至于整体运行时间很长。因此本章所提方法能够更

好的实现决策质量和决策时间之间的权衡，方法可得到比 SB分数略差的分支效

果，但是需要更少的计算时间，从而提高了整体求解速度。
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表 5.7 集合覆盖问题上对比方法的求解速度对比

500规模 1000规模

方法 求解时间 节点数量 求解时间 节点数量

SB 7.02 12.5 173.9 227.5

PB 2.88 98.6 19.8 2211.2

RPB 3.73 18.8 22.1 1192.5

GNN 2.07 43.9 14.2 900.6

GPN 2.04 42.3 13.9 891.2

表 5.8 设备选址问题上对比方法的求解速度对比

100规模 200规模

方法 求解时间 节点数量 求解时间 节点数量

SB 157.4 116.5 1163.3 158.7

PB 82.8 541.9 510.7 614.2

RPB 96.7 264.7 598.9 303.5

GNN 37.4 467.4 145.6 529.6

GPN 35.2 428.9 140.3 516.2

5.5 本章小结

本章对求解组合优化问题的分支定界法进行了研究，提出了一种基于深度强

化学习的分支定界组合优化方法。区别于通过专家经验对分支定界法分支规则进

行设计的传统方式，本章设计了一种图指针神经网络模型对变量选择的规则进行

自动学习，将图神经网络模型和注意力机制相结合，从而有效提高模型效果。将

分支定界的变量选择过程建模为马尔可夫决策过程，将每步求解器的状态建模为

表 5.9 最大独立集上对比方法的求解速度对比

500规模 1000规模

方法 求解时间 节点数量 求解时间 节点数量

SB 87.1 35.41 2844.4 164.5

PB 14.6 1937.8 2002.9 17213

RPB 11.4 92.7 210.2 6717

GNN 5.01 61.7 222.5 14862

GPN 4.63 45.3 198.6 12587
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图结构，在对变量特征、边特征、约束特征进行提取的基础上，额外提取了问题

的全局特征和历史特征，从而实现对当前状态更加丰富的表征，以提高模型表现。

设计了一种基于 top-k KL散度的模仿学习方法对模型进行训练，克服了传统训

练方法训练效率低的缺陷。通过实验表明，本章所提出的方法在求解速度上明显

超越了传统人工设计的分支规则，比当前主流优化求解器 SCIP求解速度提升了

40%左右，并取得了比传统基于机器学习的分支方法更好的效果，能够实现对分

支定界法的有效加速。
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第六章 基于深度强化学习的无人机路径规划方法

本章将论文所研究的深度强化学习组合优化方法应用到基于无线能量传输的

无人机路径规划问题上，无人机由于其灵活性和多功能性，在运输、军事任务、救

灾、通信等各种应用中发挥着至关重要的作用，然而，无人机的续航时间是制约

其应用的瓶颈问题，近年来随着无线能量传输技术的发展，通过无线传能的可以

实现无人机的无线充电，从而有效扩展无人机的工作时间和工作范围。本章采用

深度强化学习方法对无线传能场景下的无人机在线路径规划问题进行研究，对无

人机功耗模型和无线能量传输模型进行构建，通过深度强化学习方法对路径优化

模型进行离线训练和在线应用，相对于 Google OR-tools求解器，本章所提方法在

不同规模的实际问题上实现了 4倍到 500倍求解速度的提升。

6.1 考虑无线传能的无人机路径规划问题

近年来，无人机在物流交通 [158]、灾害救援 [159]、军事侦察打击 [160]、工

业巡检 [161]、无线通信 [162]等领域取得了广泛的应用，但是由于无人机电池容

量的限制 [163]，其续航时间通常只有数十分钟，电量耗尽时需要进行降落、回收、

再起飞等一系列操作，但是在灾害救援、军事应用等场景下，由于复杂的地理工

况和对抗环境，通常不方便甚至不安全进行无人机降落起飞，从而极大制约了无

人机效能的发挥，在 2021年 12月，美国国防高级研究计划局 (DARPA)对 Electric

Sky公司的无人机无线能量传输技术研究进行资助，从而扩展无人机在极端环境

和战场环境下的搜索、救援、侦察和打击等能力。

鉴于此，本章对无线能量传输场景下的无人机路径规划问题进行研究，在灾

害、军事等应用场景下，系统的响应速度尤为重要，但是随着问题规模和复杂度

的增加，传统优化方法很难实现问题的实时、在线优化，因此本章将基于深度强

化学习的组合优化方法应用到该问题上，从而实现无人机路径的实时规划。

文章考虑了一个基于无线传能的无人机路径规划的典型场景，给定一系列目

标任务点，旨在找到一条遍历所有目标任务点且飞行时间最短的路径，无人机以

满电量状态从基站出发，最后返回基站，由于无人机电池电量受限，一旦其荷电

状态 (SoC)降低到一定水平（文章设定为 20%），必须返回基站进行无线充电，当

无人机与基站距离达到一定阈值 xstart时，基站即可为无人机进行充电，如果路途

中未充满，则无人机在基站顶部悬停直到电量充满。通过该无线传能充电方式，可

以实现无人机任务全流程的无人化，极大降低极端环境下的人工成本和安全风险。

第 121页



国防科技大学研究生院博士学位论文

6.2 系统建模

本章假设目标任务点和基站分布在二维平面中，不考虑地形因素，无人机以

固定高度 H 飞行，选择四旋翼无人机作为研究对象，首先对无人机功耗模型、无

线能量传输模型、以及系统优化模型进行构建。

6.2.1 无人机功耗模型

假设无人机在目标任务点和基站之间以恒定速度 V 飞行，四旋翼无人机在速

度 V 条件下的功耗为 [164]：

P (V ) = P0

(
1 +

3V 2

U2
tip

)
+ Pi

(√
1 +

V 4

4v40
− V 2

2v20

) 1
2

+
d0ρsAV

3

2
(6.1)

其中 P0和 Pi是叶片功率和感性负载功率：

P0 =
δ

8
ρsAΩ3R3 (6.2)

Pi = (1 + k)
W

3
2

√
2ρA

(6.3)

其中 ρ、s、A、Ω、R、W 分别是空气密度、旋翼实度、转子盘面积、叶片角速度、

转子半径和无人机重量，假设无人机的物理属性和飞行环境保持不变，则 P0和 Pi

是常数，v0表示转子平均速度，Utip是转子叶片的叶尖速度，分别计算为：

v0 =

√
W

2ρA
(6.4)

Utip , ΩR (6.5)

其中 d0 , SFP

sA
为机身阻力比，SFP 是机身等效平板面积。

无人机以 V 速度飞行时消耗的功率可以通过式 (6.1) 计算为 P (V )；当无人

机悬停，即 V = 0时，其功耗为 P (0) = P0 + Pi。因此，四旋翼无人机飞行和悬停

所需的能量可以计算为 EV = P (V ) · Tflying 和 Ehover = P (0) · Thover。
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6.2.2 无线能量传输模型

假设基站与无人机之间无阻挡、为视距链路，因此采用自由空间路径损耗

（FSPL）模型 [165]对无线能量传输损耗进行计算：

PL(d) = 20 lg{f}+ 20 lg{d} − 147.55dB (6.6)

其中 f 是载波频率，d是无人机与基站之间的距离。

进一步考虑射频 -直流（RF-DC）转换损耗，针对 RF-DC转换损耗，存在多

种线性和非线性模型，本章采用转换效率 η固定的线性损耗模型 [164]进行计算：

PDC = η · PRF (6.7)

其中 PRF 是能量收集器的输入射频功率，PDC 是输入到电池中的直流功率。

将无人机实际接收到的功率表示为 Pcharge(d)，则：

Pcharge(d) = Pt +Gt +Guav − PL(d) (6.8)

其中 Pt 是基站的发射功率，单位是 dBW，Gt 是基站发射天线增益，单位是 dBi，

Guav 是无人机接收天线增益，单位是 dBi，PL(d)为基站与无人机之间无线信道

的传输损耗，单位为 dB，即：

Pcharge(d) = Pt +Gt +Guav − 20 lg{f} − 20 lg{d}+ 147.55dB (6.9)

可见充电功率随距离 d变化，因此，充电过程可以分为两个阶段：无人机在到

达基站顶部之前进行移动充电；无人机在基站顶部进行悬停充电，分别建模如下。

6.2.2.1 悬停充电模型

无人机在 H 高度进行悬停充电时，充电功率恒定：

P hover
charge = Pt +Gt +Guav − PL(H) (6.10)

悬停充电模式无人机实际接收到的直流能量计算为：

Ehover
charge = η10

P hover
charge
10 T hover (6.11)
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图 6.1 无人机无线充电过程示意图

由于无人机悬停时仍会消耗能量，消耗能量计算如下：

Ehover
use = P (0) · T hover (6.12)

将无人机到达基站顶部时仍然需要进行补充的电量记为 Ehover，则悬停充电时

间可计算为：

T hover =
Ehover

η10Puav-r
10
− P (0)

(6.13)

6.2.2.2 移动充电模型

当无人机靠近基站时，基站开始为无人机充电，该过程可见图 6.1，开始充电

的位置由无人机能量收集器的激活阈值 Pϵ决定，将开始充电位置的水平坐标表示

为 xstart，则满足：

Pt +Gt +Guav − 20 lg{f} − 20 lg{dstart}+ 147.55dB > PϵdB (6.14)

其中 dstart =
√

(xbs − xstart )
2 +∆H2为基站与无人机开始充电位置之间的距离，因

此无人机开始充电的位置可以计算为：

xstart = x1 −
√

10
Pt+Gt+Guav−20 lg{f}+147.55−Pϵ

10 −∆H2. (6.15)

假设从时间 t = 0开始进行充电，无人机的速度为 V，则在时间 t，无人机与

基站之间的距离为：

dt =

√
(xstart + V t− xbs)

2 +∆H2 (6.16)

则 t时刻的充电功率为：

P t
charge = Ω− 20 lg (dt) (6.17)
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其中 Ω = Pt +Gt +Guav − 20 lg(f) + 147.55，将无人机从 xstart 位置飞到基站顶部

所花费的时间表示为 T fly
charge = (xbs − xstart)/V，则无人机在此充电阶段接收的总

能量计算为 [164]：

Efly =η

∫ T fly
charge

0

10
Pt
charge
10 dt

=
2η10

Ω
10√

4A2C2 − B2
2

arctan
B2 + 2C2T

fly
charge√

4A2C2 − B2
2

− 2η10
Ω
10√

4A2C2 − B2
2

arctan
B2√

4A2C2 − B2
2

(6.18)

其中 A2 = (xstart − xbs)
2 +∆H2、B2 = 2V (xstart − xbs)，C2 = V 2。

将无人机到达 xstart 位置时的剩余能量记为 Er，根据式 (6.13)，则无人机的悬

停时间计算为：

T hover =
Efull − Er − Efly

η10Puav-r
10
− P (0)

(6.19)

6.2.3 系统优化模型

问题的目标是最小化无人机的总任务时间，包括飞行时间和充电时间。令 dij

代表节点 i到节点 j 之间的距离，索引 0的节点为基站，假设无人机返回基站的

次数为 K，即无人机路径由 K 个哈密顿回路组成，令 xijk 为决策变量，xijk = 1

代表节点 i和 j 在第 k个回路中相连，该优化问题建模为：

min

N∑
i,j=0
i ̸=j

K∑
k=1

dijxijk/V +

K∑
i=0

T hover
i (6.20)

受制于

K∑
k=1

N∑
j=1

x0jk =

K∑
k=1

N∑
j=1

xj0k = K (6.21)

N∑
i=1

xijk =

N∑
i=1

xjik, (k ∈ K, ∀j = 1, 2, . . . , N) (6.22)
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图 6.2 无人机路径规划深度神经网络模型结构

K∑
i=1

N∑
i=0

xijk = 1, (j = 1, 2, . . . , N) (6.23)

P (V )

N∑
i=0

N∑
j=0

xijkdij/V ≤ (1− SOCmin)Efull, (k ∈ K) (6.24)

约束条件式 (6.21)表示进入基站的无人机数量与离开基站的无人机数量相同；

约束式 (6.22)表示进出每个目标任务节点的无人机数量相同；约束式 (6.23)表示

每个目标任务节点只被访问一次；约束式 (6.24)为能量约束，表示无人机荷电状

态需要一直保持在 SOCmin水平之上。

6.3 深度神经网络模型

本章所提模型由两部分组成：编码器和解码器。编码器根据节点的二维坐标

计算节点的 dh 维特征向量 hi。解码器以自回归方式构建无人机路径，在每一步，

解码器根据由节点的特征向量 hi和“上下文向量”计算得到的节点选择概率选择

下一步前往的目标节点，模型架构如图 6.2 所示，黄色代表计算得到的节点概率。

6.3.1 编码器

类似于第三章，编码器采用多头注意力（MHA）来计算每个节点 i的特征向

量 hi[106]。

首先，给定所有节点的二维坐标 x，节点的初始 dh维特征向量计算如下：
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h
(0)
i = W xh

(0)
i + bx. (6.25)

其中W x 和 bx 是模型参数，给定节点的初始特征向量 h(0)，MHA进一步将 h(0)

转换为节点最终的特征向量。

自注意力是 MHA的基本算子，它计算每个节点对输入序列中所有其他节点

的注意力值，因此，得到的每个节点的注意力值（特征向量）不仅存储了节点自

身的信息，还存储了其与其他节点的关系。节点 i的注意力值由其 query和所有节

点的 key-value对计算得出，每个节点 i的 query、key和 value都是其初始特征向

量 h
(0)
i 的线性投影：

qi = WQh
(0)
i , ki = WKh

(0)
i , vi = W V h

(0)
i . (6.26)

矩阵化形式表示为：

Q = WQX, K = WKX, V = W VX. (6.27)

假设输入序列中有N 个节点，节点 i的注意力值是所有N 个节点的 values的

加权和，权重是通过节点 i的 query和所有 N 个节点的 keys计算得到，即计算节

点 i的“查询”和所有“键”的匹配度，该权重计算为 qiK
T。因此，节点 i的注

意力值为 qiK
TV，softmax函数用于对权重进行归一化。因此，所有节点的注意

力值计算为：

Attention (Q,K, V ) = softmax
(
QKT

√
dh

)
V (6.28)

其中 1/dh是缩放因子，进一步地，MHA将 h(0)分割成M 个子向量，并进行

M 次上述自注意力计算，从而得到M 个 dh/M 维度的向量，最后将它们进行拼

接，并进行线性映射，从而得到最终的 dh维度的特征向量 h(N)，因此MHA可以

提取更多维度、更丰富的节点特征信息。

编码器的模型架构与第三章相同，由 N 个顺序连接的注意力层组成，每层由

一个 MHA层和一个全连接层组成，将节点的初始特征向量 h(0) 进行 N 层处理，

得到所有节点的最终特征向量 h(N)。

6.3.2 解码器

解码器中，选择各个节点的概率根据其特征向量 h(N)和当前的“上下文向量

（Context）”计算。上下文向量表示，在第 t步，环境的当前状态，包括在 t′ < t生
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N Layers

Fully Connected

MHA

Add+Norm

Add+Norm

Initial feature vector: h0

Initial feature vector: hN

图 6.3 编码器结构

成的部分路径和无人机的当前的荷电状态，按照以下方式进行计算。

当无人机离开基站时，无人机的 SOC初始化为 SOCt = 1，后续更新如下：

SOCt+1 =

{
SOCt − P (V )d(πt, πt−1)/V/Efull πt ̸= 0

1 πt = 0
(6.29)

其中索引 πt = 0的节点代表基站，d(∗, ∗)代表两个节点之间的距离。
上下文向量按照如下方式设计：

dt =


[
h
(N)

,h
(N)
πt−1 , SOCt

]
t > 1[

h
(N)

,h
(N)
0 , SOCt

]
t = 1

(6.30)

其中 h
(N)
πt−1 是在步骤 t − 1中选择的节点的特征向量。h

(N)
是所有节点特征向量

h(N)的平均值，表征问题的整体状态。

上下文向量可以看作在第 t步解码过程的 query值，同时，每个节点都有一个

由其特征向量 h(N)表示的 key值，因此，可以在所有 keyi, i = 1 . . . N 中，选择与

当前 query最匹配的一个节点作为下一个访问节点，该匹配度采用注意力机制进

行计算。首先对 query和 key进行计算：

qt = WQ′
dt, ki = WK′

h
(N)
i (6.31)

节点的选择概率计算为：

ui =

 C · tanh
(

qT
t ki√
dh

)
if i is not masked

−∞ otherwise.
(6.32)
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其中 C 对概率值进行裁剪，softmax函数对 ui进行归一化。

进一步设计屏蔽机制（Mask）以处理约束，即一个节点如果不可选则被屏蔽。

考虑以下几种情况：1）如果节点 i > 0在时间 t′ < t已经被访问过，则它被屏蔽；

2）如果在上一步 t− 1节点 i = 0被访问，即基站被访问，则在第 t步基站被屏蔽，

代表无人机充满电则应该离开基站；3）以下情况，节点 i > 0将被屏蔽：

P (V ) (d(πt−1, i) + d(i, 0)) /V > (SOCt−1 − SOCmin)Efull (6.33)

即剩余电量应该足够无人机前往节点 i并返回基站。

解码过程在图 6.2中进行了可视化。在图 6.2中，节点 0和 3已经被访问，任

务是确定下一个目标节点，通过当前的上下文向量和来自编码器的特征向量计算

各个节点的概率值，可通过贪婪策略选择概率最大的节点 1，该过程不断循环，直

到所有节点都被访问并且无人机返回基站。

6.4 模型训练方法

采用深度强化学习方法训练该深度神经网络模型。给定一个问题 s，上节建

立的深度神经网络模型输出概率分布 pθ(π|s)，通过对该概率分布进行采样即可生
成解：

pθ(π|s) =
k∏

t=1

pθ (πt|s,π1∼t−1) , k ≤ N. (6.34)

模型根据问题 s的特征、以及问题当前的状态 π1∼t−1生成选择各节点的的概率 πt，

模型由神经网络参数 θ进行参数化，通过对参数进行寻优，可生成无人机的近似

最优路径。

参数优化的目标是最小化无人机消耗的总时间 T (π)，由于总时间 T (π)在无

人机任务结束时才可计算得到，因此采用基于蒙特卡洛的 REINFORCE算法进行

训练，给定一个问题实例 s和模型输出的概率分布 pθ(π|s)，按照以下公式对模型
参数进行更新：

∇θL(θ) = Epθ(π|s) [∇ log pθ(π|s)T (π)]

θ ← θ +∇θL(θ).
(6.35)

进一步，引入基线值 b(s)来改进式 (6.35)：

∇θL(θ) = Epθ(π|s) [∇ log pθ(π|s)(T (π)− b(s))] . (6.36)
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其中 b(s)表示平均性能，如果 T (π)−b(s) < 0，则对该策略 pθ(π|s)进行正向激励，
因为它的性能优于平均性能 b(s)，反之亦然。本章采用文献[106] 中提出的 greedy

rollout baseline方法来计算 b(s)，将训练期间表现最好的模型存储为基准模型 θ∗，

通过将 s输入到基准模型 θ∗ 中可计算得到 pθ∗(π|s)，基于贪婪策略对 π∗ 进行采

样，可以得到无人机路径，该路径的总时间 T (π∗)作为 b(s)值，因此，b(s)可以

代表基线性能，从而指导优化的方向。

训练流程如算法 6.1所示，首先随机生成训练样本 s，即一组目标任务节点的

坐标，然后采用模型 θ 产生无人机路径 π，从而计算得到对应的任务时间 T (π)，

根据式 (6.36)，可以通过最小化 T (π)实现对 θ的更新。

算法 6.1 REINFORCE强化学习训练方法

算法输入: 训练轮数 ne，每次训练样本数 B，每轮训练步数 ns

算法输出: 模型最优参数 θ

1: 初始化策略网络参数 θ和基准策略的神经网络参数 θ∗

2: for epoch← 1 : ne do

3: for step← 1 : ns do

4: 生成 B 个样本 si。
5: πi ← pθ(si).对策略网络的模型输出概率分布进行采样，得到样

本中问题的无人机路径。
6: π∗

i ← pθ∗(si).对基准策略模型的输出概率进行贪婪动作选择，构
造得到样本中问题的无人机路径。

7: ∇L ←
∑B

i=1 (T (πi)− T (π∗
i ))∇θ log pθ (πi)

8: θ ← θ +∇θL(θ).更新参数 θ

9: end for

10: if pθ 表现优于 pθ∗ then

11: θ∗ ← θ

12: end if

13: end for

6.5 实验结果与讨论   

6.5.1 实验设置

无人机的物理参数见表 6.1，参数取自文献 [164]，本文中无人机的速度设

置为 10m/s。根据式 (6.1)，无人机的飞行功率为 P (V ) = 62.49W，悬停功率为

P (0) = 82.46W，SOCmin 设置为 20%，无人机电池容量为 3830mAh（43.8Wh），

电压为 11.4V。对于无线能量传输设备的参数，文中设置 Pt = 58dBW、Gt = 58dBi

[164]，f = 915MHz。此外，RF-DC转换效率为 η = 0.6 [164]，无人机的充电阈
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表 6.1 无人机物理参数

符号 参数 值

m 机身质量 1.0 kg

ρ 空气密度 1.225 kg/m3

b 叶片数量 4

R 旋翼半径 0.25 m

A 旋翼盘面积 0.19634 m2

c 叶片长度 0.0196 m

s 旋翼实度 0.0998

δ 剖面阻力系数 0.012

ω 叶片角速度 400 rad/s

k 电感应功率增量修正系数 0.05

Utip 转子叶片的叶尖速度 100.0 m/s

v0 旋翼平均诱导速度 4.5135 m/s

SFP 机身等效平板面积 0.0079 m2

d0 机身阻力比 0.4030

P0 叶片功率 36.01 W

Pi 感性负载功率 46.44 W

值功率设置为 Pϵ = 17dBW。

表 6.2列出了模型训练的超参数，批量大小为 256、节点向量维度为 128、编

码器 -解码器的隐层向量维度为 128。均使用 Adam优化器 [109] 以 10−4 的固定学

习率进行模型训练。

给定模型输出的概率分布 pθ(π|s)，采用以下三种策略来构造解：
（1）贪婪策略（Greedy）。在解码过程，每一步均从 pθ(π|s)中选择概率最大

的节点，构造得到一个解。

（2）采样策略（Sample）。在每一步节点选择，均从概率分布 pθ(π|s)中进行
随机采样，采样 Nsample = 1280次得到 Nsample个解，选择其中最好的一个作为输

出解。

（3）波束搜索（Beam Search, BS）。本章采用宽为度 Nbeam = 1000的波束搜索

构造解。该方法类似于广度优先搜索，但是搜索过程中只保留前 Nbeam 个最好的

部分解，只对该 Nbeam 个节点进行探索。当 Nbeam 为无穷大时，波束搜索退化为

广度优先搜索。

本章提出的深度强化学习方法与以下传统方法进行实验比较：

（1）Google OR-tools [166]。谷歌开发的高性能优化求解器，具有多种元启发

式的组合优化算法，本章采用算法库中提供的路径优化算法模板对问题进行建模，
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表 6.2 实验参数设置

参数 值 参数 值

批量大小 256 隐层维度 128

训练轮次 100 多头注意力特征个数 8

每轮次的训练集规模 320000 编码器层数 3

优化器 Adam 学习率 1e-4

采用推荐参数进行求解。

（2）Clarke-Wright savings（CW）启发式算法 [167]。该方法是解决路径规划问

题的经典启发式算法之一，采用该开源库1的参数和代码对问题进行求解。

（3）粒子群优化算法（PSO）[168]。

（4）蚁群优化算法 (ACO) [169]。

（5）自适应大邻域搜索（ALNS）[170]。3)、4)、5)的算法参数和代码都取自

该开源库2。

Google OR-tools可以超越目前的大多数方法，是多个优化竞赛（例如MiniZinc

Challenge 2020、2021）中的冠军算法，因此，虽然仍有大量其他方法可以求解

该路径规划问题，本章不再穷举各类启发式算法进行对比，而主要采用 Google

OR-tools和上述代表性的传统算法作为对比算法。

所有算法均在 Python中实现，在参数为 GTX 2080Ti GPU、Intel 64GB 16-Core

i7-9800X CPU的平台上进行实验，采用 100个随机生成的问题实例作为测试集，

采用平均目标函数和平均运行时间作为性能指标。

6.5.2 实验结果

图 6.4 可视化了基于采样策略的深度强化学习（DRL）模型在 50、100、150、

200节点问题上的解，可以看出 DRL方法可以有效地求解该问题，得到的无人机

路径无交叉。

表 6.3 列出了 DRL方法和对比方法在 20、50和 100个节点的小规模问题上

的数值实验结果。Cost是无人机执行任务的平均总时间（以小时为单位），Time是

算法的平均求解时间。并分别列出了贪婪、采样和波束搜索策略的实验结果，给

出了 DRL方法与性能最佳的方法之间的优化性能差距（Gap），并且给出了 DRL

方法相对于 Google OR-Tools的求解速度提升（Speed*）。

从实验结果可见，与贪婪策略相比，采样策略和波束搜索策略可以有效提高

解的质量，同时增加了算法运行时间，但运行时间总在一秒钟之内，可以看出本

1https://github.com/ishelo/VRP-CW
2https://github.com/PariseC/Algorithms_for_solving_VRP
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(a) 50节点 (b) 100节点

(c) 150节点 (d) 200节点

图 6.4 DRL方法在不同规模问题上构造得到的解

章所提算法具有较好的在线优化能力。

由表 6.3可见，DRL方法在 20和 50节点问题上的优化性能和求解速度方面都

优于 Google OR-Tools，在 100个节点问题上，DRL方法的性能比 Google OR-Tools

稍差（0.7%），但运行速度比它快五倍以上。另外，DRL方法和 Google OR-Tools

在所有问题上都优于对比算法 CW、PSO、ACO和 ALNS。

表 6.4 给出了 DRL算法和对比方法在 150、200节点问题上的实验结果。针

对该大规模问题，所有求解器的运行时间都限制在 1000秒内，并且给出了各个算

法在 1000秒内可以求解得到的问题个数。可以看到 Google OR-Tools无法在 1000

秒内解决所有的 150节点、200节点的测试问题。在 150节点问题上，DRL方法

的性能比 OR-Tools差 1.1%，但它的运行速度比 OR-Tools快 592倍，并且，DRL

方法构造得到解的平均成本优于其他四种比较方法。Clarke-Wright 是针对路径
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表 6.3 小规模问题数值实验结果

20 Nodes 50 Nodes 100 Nodes

Cost/h Time/s Cost/h Time/s Cost/h Time/s

OR-Tools 2.378 0.054 3.072 0.374 3.900 1.71

Clarke-Wright 2.428 0.001 3.169 0.009 4.069 0.055

PSO 2.386 16.3 3.286 40.66 4.506 82.4

ACO 2.456 2.86 3.397 11.41 4.589 35.49

ALNS 2.392 12.1 3.331 24.81 4.458 142

Our(Greedy) 2.392 0.002 3.142 0.002 4.000 0.006

Our(Sample) 2.375 0.039 3.058 0.116 3.928 0.304

Our(BS) 2.367 0.013 3.050 0.056 3.936 0.209

Gap/speed* best 4.2 best 6.7 0.7% 5.6

表 6.4 大规模问题数值实验结果

150 Nodes 200 Nodes

Cost/h Time/s Solved Cost/h Time/s Solved

OR-Tools 4.492 341.6 69 - 1000 0

Clarke-Wright 4.733 0.154 100 5.300 0.343 100

PSO 5.464 126.9 100 6.250 172.8 100

ACO 5.494 77.7 100 6.331 148.7 100

ALNS 5.506 295.8 100 5.728 1038 100

Our(Greedy) 4.631 0.004 100 5.217 0.006 100

Our(Sample) 4.542 0.577 100 5.097 0.94 100

Our(BS) 4.564 0.479 100 5.142 0.253 100

Gap/speed* 1.1% 592.0 best -

优化问题专门设计的启发式方法，始终可以在合理的运行时间内得到较好的解，

然而基于贪婪策略的 DRL方法在小规模归问题上，可以在几乎相同的求解时间

上超越 Clarke-Wright方法，在大规模问题上，在求解速度和优化性能上均优于

Clarke-Wright。此外，在 200节点的测试问题上，基于贪婪策略的 DRL方法比所

有对比算法均快 50倍以上，同时可以得到最好的优化性能。

从数值实验结果中可以得到如下结论：
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（1）在优化性能方面，Google OR-Tools和 DRL方法在所有测试问题上都优于

CW、PSO、ACO和 ALNS；

（2）Google OR-Tools在五个测试问题中的两个问题上（100和 150节点问题）

上优于 DRL方法，但差距均在 1%左右，而 DRL方法在求解速度上远超 Google

OR-Tools；

（3）在 20节点问题上，Clarke-Wright方法与 DRL方法具有相似的优化性能

和求解速度，DRL方法在其他规模的测试问题上优于 Clarke-Wright方法。DRL方

法在小规模问题上的运行速度比其他基准算法快 4倍以上，在大规模问题上的运

行速度比传统方法快 50倍以上，同时取得了最好的优化性能。

(a)贪婪策略 (b)波束搜索

图 6.5 基于贪婪策略和波束搜索构造得到的无人机路径

进一步对构造无人机路径的不同策略进行分析。图 6.5 给出了 DRL方法在

100节点问题上基于贪婪策略和波束搜索构造得到的无人机路径。可见，通过波

束搜索使无人机路径得到了明显的改善，但是会增加求解时间。图 6.6 进一步分

析了具有不同参数的采样策略和波束搜索的性能。可以观察到，采样策略和波束

搜索的运行时间分别随着采样解的数量和波束搜索宽度的增加而线性增加，同时

解的质量会相应的提高，但是解质量提高的幅度逐渐变缓，因此，可以根据计算

资源和求解实时性要求选择不同的参数，从而在不同求解时间下得到不同质量的

无人机路径。

6.6 本章小结

本章将深度强化学习方法应用于考虑无线能量传输的无人机路径优化问题上。

通过使用深度神经网络对该问题进行建模，通过深度强化学习方法对模型进行离

线训练，从而利用该模型实现无人机路径的在线优化，克服了基于迭代搜索的传
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(a)采样策略 (b)波束搜索策略

图 6.6 具有不同参数的采样策略和波束搜索的性能

统启发式方法的局限性，显著减少了计算时间。通过于 Google OR-Tools、粒子群、

自适应大邻域搜索等方法的对比，验证了本章所提深度强化学习方法能够实现该

问题的精准快速求解。
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第七章 总结与展望

随着现代网络、通信、智能化技术的飞速发展，在各个领域中需要解决的组

合优化问题规模不断扩大，并且对于实时求解、在线优化的需求越来越高，例如

复杂军事系统中的作战调度问题、通信网络等领域的资源分配问题以及外卖、网

约车等领域的订单派送问题等，随着问题规模的扩大和优化实时性要求的提高，

对优化引擎的快速求解能力提出了更高的要求，但是传统的组合优化方法很难胜

任。近年来，随着人工智能技术的迅猛发展，人工智能技术展示了其强大的学习

能力与优化决策能力，为实现组合优化问题更加高效的求解提供了新的可能性。

本文瞄准实际应用中对于算法实时性的要求，对基于深度强化学习的组合优化方

法进行研究，对组合优化的单目标方法、多目标方法、精确方法等方面进行了全

方位的研究，探索人工智能技术解决传统组合优化问题的新方法、新概念、新技

术，提出采用深度强化学习求解组合优化问题的系统全面的解决方案。

7.1 总结

本文重点研究了基于深度强化学习的组合优化框架、单目标组合优化、多目

标组合优化以及组合优化精确方法。

（1）论文首先对近些年利用深度强化学习方法解决组合优化问题的相关理论

方法与应用研究进行了综述研究，对其基本原理、相关方法、应用研究进行系统

地总结和分析，对当前方法进行了分类总结，对不同种类方法的优势和缺陷进行

了分析，为该领域的研究提供了系统全面的综述介绍。相关工作已发表于自动化

学报期刊。

（2）作为新兴起的新方法，基于深度强化学习的组合优化方法涉及到大量新

技术和新概念，与传统优化方法存在较大差距，因此对基于深度强化学习求解组

合优化问题的科学原理和求解框架进行研究。本文将深度强化学习方法求解组合

优化问题的流程分为三步：根据问题类型进行模型选择；设计深度神经网络对组

合优化问题进行建模；采用强化学习方法对深度神经网络参数进行学习。并针对

各个步骤，对涉及到的组合优化问题、深度神经网络模型、深度强化学习方法的

相关理论进行了阐述，详细研究了组合优化问题建模需要采用的深度神经网络模

型，理清了基于深度强化学习求解组合优化问题的科学原理，提出了基于深度强

化学习的组合优化方法的流程框架和求解范式。

（3）进一步地，针对复杂单目标组合优化问题，本文提出了一种基于深度强

化学习的覆盖旅行商组合优化方法，对具有动态特性、解序列长度不定的单目标

覆盖旅行商问题进行研究，克服了当前人工智能模型在处理大规模、动态复杂特
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性问题上的局限，采用多头注意力机制处理问题的静态特征，设计了一种动态嵌

入方法处理问题的动态特性，所提方法相对于传统启发式方法，在达到相同优化

水平的前提下，能够获得 10倍以上求解速度的提升，并且模型一旦训练好，能够

泛化到不同类型的问题上，而不需要对模型进行重新训练。

（4）针对多目标组合优化问题，本文提出了一种基于深度强化学习的多目标

旅行商组合优化方法，当前采用深度学习技术求解组合优化问题的方法均针对单

目标组合优化问题，在多目标优化上仍然存在空白，并且存在很大挑战，本文首

次提出了一种采用深度学习方法求解传统多目标组合优化问题的方法，采用端到

端方式直接输出问题的帕累托前沿，具体地，通过分解策略和基于邻域的参数迁

移策略实现对多目标问题的建模，所提方法在多达 500规模、多达 5个目标的旅

行商问题上取得了超越传统方法的性能，并且具有快速的求解能力。

（5）针对能够得到组合优化问题理论最优解的分支定界法。本文提出了一种

基于深度强化学习的分支定界组合优化方法，提高了传统组合优化方法的求解速

度，具体地，设计了一种图指针神经网络模型对分支定界法的变量选择策略进行

建模，设计了全局特征和历史特征以提高模型的性能，并设计了一种基于 top-k

KL散度的模仿学习方法对模型进行训练，从而实现了比专业优化求解器求解速

度快 40%的优化性能，同时超越了当前基于机器学习改进的精确算法，在求解速

度和模型准确率上均获得了提升。

（6）最后，针对实际应用问题，本文利用深度强化学习方法解决了考虑无线

能量传输的无人机路径优化问题，构建了基于多头注意力机制的深度神经网络模

型，通过强化学习对模型进行离线训练，实现了无人机路径的实时在线优化，该

方法相对于 Google OR-tools、粒子群、自适应大邻域搜索等传统方法，在不同规

模问题上实现了 4倍到 500倍求解速度的提升。

通过以上内容，对深度强化学习求解传统组合优化问题这个领域进行了全面

的研究，实现对组合优化单目标、多目标、近似算法、精确算法的全方位覆盖，提

出了在不同应用场景下求解组合优化问题的系统的解决方案。

7.2 展望

本文重点探索和研究了基于深度强化学习的组合优化方法，对单目标组合优

化、多目标组合优化、组合优化精确方法等方面进行了研究，但是在许多优化问

题中，涉及到多种复杂巨系统，面临的环境具有复杂特点，问题规模和约束更大

更多，仍存在很多亟待解决的关键技术。接下来，给出几个后续的研究展望：

（1）在模型方面。该类方法的显著缺陷就是无法保证优化解的质量，与传统

方法仍然存在差距，直接采用深度神经网络模型输出的解可能会出现较差的情况，
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一些情况下需要进一步通过波束搜索、局部搜索、采样策略等方式进一步提升解

的质量，这说明当前的模型仍然有很大的提升空间，未来需要进一步对求解组合

优化问题的深度神经网络模型进行研究，如何有效结合图神经网络和指针网络模

型是一个较好的研究方向。

（2）在研究对象方面。本文虽然对具有复杂特性的单目标组合优化问题进行

了研究，但实际中的组合优化问题通常具有更加复杂的特性，如超多目标、超多

约束、非静态等复杂特性，当前方法对该类问题进行求解时仍然存在建模困难的

问题。未来基于深度强化学习方法对多目标、约束优化、动态优化问题进行研究

是一个重要的研究方向。

（3）在深度强化学习训练算法方面。当前模型的训练大多采用 REINFORCE、

DQN等传统训练算法，具有采样效率低、收敛慢等缺陷，如何根据组合优化问题

的特性设计更加高效的强化学习训练算法也是一个未来需要着重研究的内容。

（4）最后，由于基于人工智能技术求解传统优化问题是一个新兴的研究领域，

当前的应用仍然较少，如何利用基于深度强化学习的组合优化方法来解决工程实

际中的在线调度优化问题将会成为未来重要的研究方向。
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